Cap.2

Teorema del Viriale

si applica ai piu svariati sistemi di N corpi: N~10 — o

Stelle (fluido, N—>00)

Galassie (N*~1 0I I)

Gruppi di galassie (Ng~|0-|02)

Ammassi di galassie (Ng~|03)

Ammassi di stelle (N*~I02-IO6) (aperti-globulari)

semplice relazione dinamica, in condizioni

di equilibrio lega quantita globali: M, R, <v2>




il Sole

2005/01/19 19:19

ammasso aperto Mé7 in Cancer ~
a distanza D=830 pc N~500 stelle




ammasso globulare M13 in Hercules

N~10® stelle

Nuclear Bulge *
Galactic Nucleus

Disk

" Globular
«— Clusters

la galassia
ellittica M87

=NGC4486
in Virgo

M ~ 5 10" M
D ~ 20 Mpc

N~10" " stelle




il gruppo di galassie Leo | N~10 galassie

157,
’Ammasso di galassie Perseus ~ N~1000 galassie Zg z &138 1\2\;2




la descrizione completa di un sistema di N corpi in equilibrio dinamico
(legato) richiederebbe 3 x 2N integrali esatti (a t qualunque).

nei sistemi isolati:
moto e posiz baricentro —> 6 integrali primi
J —>3
E=T+U —> |

|0 << 6N, non basta
per una descrizione statistica viene in aiuto il Teorema del Viriale:

esprime equilibrio statistico, di insieme

fornisce relazione tra quantita globali M, R, <v2>

I’energia cinetica e una
funzione omogenea di T(v7) = Oz(vi) = E mv;
grado 2 delle velocita:

allora: Z 0V TV = me' v =27
) .
2

(teorema di Eulero sulle funzioni omogenee)

definiamo i 9T
momenti cinetici: P; = 7 —
8V7;
allora si ha:
d . .
questo
termine in

media si annulla 0=9T + Z F, - r




media

F = lim l/ dt F(t)

T—00 T

se F(t) = %]—" con F limitata (AF # o0)

siha: F = lim lAJ’-’—>O

T—00 T

allora, se: (a) moto in regione limitata (Ar; # o)
(b) vi finite

27: —ZFi-ri

se le forze F ammettono un potenziale U

F, = SZ: = Pi (2a Iegge di Newton)

allora: 27 = ;
Zr arz

se il potenziale [f ¢ & omogeneo di grado k

U(r)=Ok(r) = Zr@ arz—ku

(teorema di Eulero sulle funzioni omogenee)

2T = kU

caso gravitazionale: k= —1 2T +U =0

inoltre, conservazione dell’energia:

~
|
o
|
I
NG

T+U=E =




condizioni:

At >> Tosein dei vari corpi nel potenziale (f

At << Teyor di (eventuale) variazione globale dell’equilibrio

tempo caratteristico di ogni sistema
dominato da forze gravitazionali pure:

d?r GM soluzione dimensionale, approssimata:
dtz2 — 72 r  GM GM\ ?
2 2 U

trp 1 tempo di free-fall tee 0 tempo dinamico t
vGp

scale di tempo

esempio: 2 corpi (pianeta attorno al sole etc)

RS  GM

P2 4r2

32 legge di Keplero

27 N 1
VGM/R3 ~ \/Gp

[qui O & una*densita media” determinata dalla massa del corpo dominante e dal volume occupato
dall’orbita]

esempio: scala temporale dell’Universo

vedremo che anche

1 10 .
in questo caso si ha: ta ~ ﬁ ~ 3 10" anni




esempio: tempi di oscillazione in sistemi Virializzati

2T =-U —— ZT:Nm<’U2>:M = —U = fG—m

[approssimaz masse uguali]

M
0'2 =3 <U2> = calcolo del fattore di
r
R forma per un caso a

densita uniforme

MdM AT o34 pr2dr
R
2 5 2
velocita quadratica media rispetto - _ 167 G 2 7 - _3GM
al centro di massa del sistema 3 5 5 R
= “dispersione di velocita”

9 1GM 14w

2 2
(v) = TR T3 —GpR* ~ GpR

1
— X ———= = Toscill
V(i) VGp

applicazioni del Teorema del Viriale

o? = (v?) = f— f~1 M,R< o2, T

f = fattore di forma per la sfera uniforme =3/5

stelle .:k T ~10°—10° K (dip.da M ~ 10~ — 10 M)

e i’,’fc** oc~30km/s M~10°M, R~2pc
*

ousse i o~ 107km/s M ~10"My R~ 20 kpe

ammassi ,";"‘):.:" O ~ 103 km/S M ~ ]_015M® R~2 MpC

di galassie +* 5~ @




plasma stellare

aT~I06 K il gas stellare (prevalentemente H)
e completamente ionizzato

potenziale di ionizzazione di H: 13.6 eV

1 —12 5)

per T superiori:
: e
+
P Mgas =~ mp Ny

in condizioni di equilibrio termico:
energia p+ = 3/2 kT = energia e’
energia per coppia = 2*3/2 kT
energia totale = 2*3/2 I(T*NP

temperatura interna del Sole

3 _  3GM? o
2 x@x QKT = = <« t.d.viriale
z;:;:g;r # protoni= M/mP
kT ~ i GMmp
10 R
_ 1 1 671078 x 2103 x 1.7 10~2*
7 16.7107% x210% x 1.7 10 9 10° K
1.4 10-16 10 7 1010

correzioni: m, — Am, ~ 1.6m,
M — M. ~ 0.3Mg X9
R — R.~0.1Rg

T.~10" K




Teorema del Viriale: derivazione a fluido
dp M(r)

equazione di equilibrio idrostatico ~— = —p(G

dr 72
— x4mrd — / dr

primo membro

R R
/ A3 @dr = [47rr3/d—dr] —/ (/ @dr) 3-dmridr =
0 dr dr 0 dr

R R
= [drr3p]lt — /0 3pdnridr = 4mr30 — 47n0p — /0 3(y — Depdnridr = —2T

_ . _f 142

{6’“_ G-n 2" 7T

secondo membro f = # gradi liberta

R
M
/ —pG ( ) x drr3dr —/ -G Mr )p47rr2dr =
= [aa=u
= 27T =U

Teorema del Viriale, forma discreta

ripartiamo da: 97 _ Z r; - 8_2/{ —0

\ Z:rZ F; —z:rZ ZFW

Gm;m;
Fij = d§ (r; — 1) ' i7
szmj
2T + E E — z) r; =0
e ” . . Gy
consideriamo coppia k, | — 5 [(re = 15) 1k + (1 —10) 1] =
.. ey e ki
2 termini: 1) |.—_I<,.]_I Gy Gy
2) I—I,]—k dil (I‘l — I'k;) . (I‘k — I‘l) = — i

= 27 — Z Gm@m] =0

coppie 7“7




U Z Gmimj energia potenziale:

: dij energia per separare all’OQ i componenti
coppie
per masse uguali: U= —Gm%é} X # coppie di N oggetti
N(N —1) N N?
2 2
o M) =2l
2 d

M GM 1 1,1

2 — —
=G— (=) = con — = = (=

(v%) 2\ =R AL
.. GM

ammassi di galassie, es: Coma Cluster

............................. ] ”
dato:R ~1°7 g i |e.&f:——D
w : v i | (\5‘7 3 \distanza

dimensione \

angolare

| radiante

per stimare la distanza dobbiamo
anticipare dei concetti di cosmologia:

legge di Hubble

v=H,D H, ~ 70 — 75km/s/Mpc

v C A\ v
P=g =5~ PE TG

redshift=spostamento verso il rosso




H ST
c o . ™ >
40007 0023 ~ 93— M E “/e

. ~ C . .
H,/75 H,)75 "

Coma Cluster <-7

le galassie dell’'ammasso hanno varie
velocita. interessa la velocita radiale e il

<Z> — 0023 redshift del centro di massa

1. 1.7 1

R.=—D =—-93 ~2.38
57.3 573" H,/75 H,/75

 GM

- 3R,
3(v2)R. 3 x (103%9)2 x 9 10*

r

G 6.7 10—8

Mpc

Teorema del Viriale: (v?)

1

M =
H,/75

=2 10'° M,

> 1000 x Mg ~ 1000 x 2- 10" Mg ! [come mai

materia oscura !

gas caldi e ionizzati = “plasmi”

gas alta T:“plasma”
-+ _
es:HaT>>13.6¢€V, e,p liberi kT >> e?/d = e2nt/3

4° stato della materia, per T crescente:
solido, liquido, gas, plasma

nel Sole (n~10** ecm™®, T ~ 10" K)

kT =1.4107% erg >> e2n'/? ~ 3107 erg

fattore ~| O2




intracluster plasma (ICP) neiraggi X . -

—

Lx x n?R3VT ~ 10*2 — 10%° erg/s (bremsstrahlung) ‘\\

n~ 1072 cm™? . i,

T ~10% K T e, R T
si pud stimare anche e S el T
dal Viriale st

1 GMm 5 NGC 4s21, A L —
KT o~ ETP o (vy) | . % 2 | \»
~1.4107% erg . ey oo

AGC 221162 (7)

>> e?nl/3 ~ 310720 erg nacen

fattore 10 12

NGC 4827

Coma Cluster of galaxies
Irnage couetesy of U. Briel, MPE Garching, Gexmargy European Space Agency .

Nuclei Galattici Attivi e Quasar
g Narrow Line
* / Region NLR
1-10 pc o~ 300 km/s, R~1-10pc

Broad Line BLR

Region : o ~ 3000 km/s, R~ 0.01—0.1pc
=10~ pc

BH M=Mpnu

.. GM
Viriale: %2 ~ ——
R
2
Obscuring _o°R 7109
e Mg~~~ 107~ 10°M

10 — 100 pc




allargamento delle righe di emissione

e dovuto al moto delle nubi

\r.,

. Pks 1020-102

[ Ha

J

-
v

B
8
by
3

Fo (10" erg s em™ 1)

0
| non puo essere dovuto
” alla temperatura del gas
1 A LT\ Y/
T~ 10" K —>v~(—> ~ 10 km/s
mp

variazioni lente dell’equilibrio

dal Teorema del Viriale e dalla conservazione dell’energia: “
27T +U =0 U
+ B = T =——=-&
T+U=E 2
se I'equilibrio varia in modo lento su At > Toscill ”
a causa di perdite di energia totale

(irraggiamento, espulsione di corpi, etc)

d€ < 0= dUU <0 contrazione U = _fT
d7 > (0 riscaldamento

esempio: formazione delle stelle: contrazione della protostella,
riscaldamento fino ad “accendere” il combustibile nucleare

AH — He* +2v +24.5MeV (T ~ 10" K)

. . : : > :
esempio:  esaurito H interno, ogni stella con M ~ M, subisce nuova
contrazione e riscaldamento fino all’ignizione del prossimo

combustibile et — 0127 016, (T ~ 10°% K)




Teorema del Viriale non stazionario (7cvoi = Toscill)

%Zpi'rizzpi'fi—i_zpi'ri:27—|—L{ £ 0

k = —1, caso gravitazionale ]
altrimenti 27 — kU

d ) 1.

con [, = Zmzrf
i

momento di inerzia
polare (o centrale)

non
stazionario

R

. .| (stazionario, autogravitante)
viriale

4

Clausius, 1870:

la vis viva media di un sistema e uguale al suo Viriale

vis viva = forza viva = energia cinetica = 7

1—

L 1 : 1
Viriale di Clausius = _5213 p, r; = —EXZ: F, r,= _52/{

da vires (plurale di vis)




commento sulle medie

operativamente non si puo fare la media ' su tempi t > o5 ~ 10° — 10° anni

si ricorre all’ipotesi ergodica:

nello spazio delle fasi il punto a 6N dimensioni che rappresenta il sistema
trascorre in ogni regione di volume V" un tempo ¢t ox V'

media su t = (media) nello spazio delle fasi, sulle
configurazioni istantanee




