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Invarianza relativistica delle equazioni di Maxwell

Le equazioni di Maxwell per i potenziali ¢ ed A sono, nel vuoto:

2 1F¢_ p
T D
ATy 2)
C
con:
E:~V(p—§aét (3)
B=VxA (4)

Vogliamo cercare una trasformazione di coordinate che lasci

invariate le (1) e (2). E" sufficiente dimostrare la proprietd per la (1), data
'identita formale fra le due equazioni.

Per semplificare i calcoli, si assuma che p=9(x,t)e A = A(x,t) e si
consideri la generica trasformazione lineare:

- / /
X=a,,X +(112t

(5)

- / /
t—aZIx +a22t

Ricordiamo che per una funzione @(x,t) con x=x(x",t") e t=t(x’,t’) si ha:

ox’ ox ox! Ot ax’

ovvero, per le (5)
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Vogliamo ora cercare i valori di a, che rendono possibile scrivere la (7)
nel sistema S'(x’,t’) come:

_1;__2_ (7°)
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La (7) sara invariante se valgono le seguenti relazioni tra i coefficienti a,:
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Se vogliamo che le (5) rappresentino una traslazione di coordinate che
avvenga nella direzione x con velocitd uniforme V (fig. 1)
dovremo aggiungere le condizioni y=y’, z=z"e
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Per x’ corrispondente a x=0 si avra:

= / /
0=a,,x'+at

ossia

da cui risulta la condizione ausiliaria:

a,=Va,,
che, sostituita nella (8) porta a:
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In definitiva, le (5) [con l'aggiunta di y=y’ e z=z’] si sono ridotte alle
celebri trasformazioni di Lorentz

_x'+vt!
1-p?

y=y’

;o (9)

X

che sono quelle che lasciano invariata la forma delle (1) e (2).
E’ ovvio a questo punto notare che le trasformazioni di Galileo

x=x"+Vt
t=t’

per cui a,,=a,,=1; a,,=V; a,,=0 non soddisfano alle condizioni (8). Le
equazioni di Maxwell non sono percid invarianti per trasformazioni di
Galileo. D’altra parte le trasformazioni di Lorentz vengono a ridursi a
quelle di Galileo nel limite di V<c.




[image: image5.png]Vogliamo ora studiare come si trasformano A e (¢ In seguito a un
cambiamento di sistema di riferimento per il quale si possano applicare le
trasformazioni Lorentz. Detto in modo diverso, vogliamo sapere quali
potenziali misurano due osservatori S ed S’ in moto con una velocita’
relativa V.

La definizione di densita di corrente

J=pv

dove p & la densita delle cariche mobili che nel vuoto si identifica con la
p della (1) e v la loro velocita, ci suggerisce di cercare come si trasformi
pdaSadsS’ .

Molti esperimenti hanno dimostrato che la carica di una particella
non dipende dalla sua velocita. Se cid non fosse, dovremmo verificare che
un metallo si carica mentre viene riscaldato, poiché ad un aumento di
temperatura corrisponde unavariazione molto maggiore nellavelocita degli
elettroni (carichi negativamente) che non in quella dei protoni (carichi
positivamente).

Immaginiamo che un corpo carico di forma parallelepipeda (di lati
a, b e c paralleli agli assi coordinati) sia fermo nell’origine O del sistema
S. Sia p la densita di carica misurata da S. L’osservatore S’ misura la
stessa carica, ma, a causa della contrazione di Lorentz delle lunghezze, un
volume  piu piccolo™:

Q'=a'b'c’=Q\1-p2 (Q=abc)

" Si supponga infatti che un osservatore S’ in moto rispetto a S voglia
misurare la lunghezza di un regolo, parallelo a x, fermo in S e di lunghezza
(misurata da S) x,-x,=a, essendo x, e x, le coordinate delle estremita del
regolo. L’osservatore S’ effettuera due misure contemporanee (ossia nello
stesso tempo t’) delle coordinate degli estremi del regolo ottenendo i
valori x,” e x,” legati a x, e x, dalle (9):

x|+ vt/ x+Vt!
X,=——— Xy=———
_ y1-p? y1-p2
ossia, sottraendo
Xy =0, -x,)/ 1-B2
a’=a\1-p*

mentre b'=pe ¢’ =¢
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Mentre la densita’ di corrente J=pv si trasforma come 1"impulso p=mv.

Dalla teoria della relativita ristretta sappiamo (cfr. Appendice) che
le componenti dell'impulso [(p,,p,.p..E/c), con E=mc? energia della
particella] si trasformano come le coordinate di un punto (x,y,z,ct) nello
spazio-tempo e cioé che il quadrivettore impulso ha le proprieta di un
vettore nello spazio tempo. Come nello spazio ordinario le leggi espresse
tramite vettori non dipendono dalla scelta del sistema di coordinate, cosi
nello spazio-tempo le leggi espresse tramite quadrivettori sono invarianti
rispetto a trasformazioni di Lorentz.

Per quanto detto, il quadrivettore (j,,j,.j.,,cp) si trasforma come il

quadriimpulso. Dato che abbiamo dimostrato che [I'operatore
d’Alambertiano, definito da

DEVQ——I——GZ— = i—ii (in una dimensione)
c? ar? ox? ¢ or?

€ invariante per una trasformazione dij Lorentz, le (1) e (2) mostrano che
il quadripotenziale (A,A,A,,0/c) & un vettore nello spazio-tempo.
Chiamata j, (u=1,2,3.4) 1a quadricorrente definita da
(Ji=j.j.=j,j,=j.j.=cp) ed A, il quadripotenziale

K

(Alex,AzsAy,Aﬁ A.,A,=¢/c) si ha, osservando che

2=t
L
DA, =-pj, (r=1234) (11)

che riassume tutte le leggt dell’elettromagnetismo in forma
relativisticamente invariante.
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come (x.y,z,ct), possiamo senz'altro scrivere la trasformazione di (A, /c)
dal sistema S a quello S°, ottenendo:

AX——I:(p
A=—FS
1-p2
/_
Ay_ y (12)
A=A,
, ©-VA,
‘p =

Come esempio vogliamo ora applicare le (12) al caso diun filo carico
indefinito diretto lungo 'asse delle x (fig. 2)

Figura 2

Nel sistema S si ha:

Inr (13)

dove A é la densita lineare di carica.
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L’osservatore S’ rilevera un campo magnetico dato dalla:

B'=vxA’

, BA; QA A sy o (14)

x Z
Yy

& & c2me,” [
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B,_aA,’_aA;_ dA] AWy

o Gy/‘ ay’— 2ne, r? 1-p2

zZ

Sivede subito che B’ giace nel piano y’z’ normale al filo, che le sue linee
di forza sono dei cerchi

AV 1
@y'-y'z"

( infatti Bler’=
cz2neo ‘/1_B2

=0 )

Il verso e’ quello in cui ruota un cavatappi che si avvita nella direzione x°
(se A>0) [cfr fig. 3.
e che il modulo di B’ &

/ )
plo AV 1 1 K22 szgi (15)
gt

C22TC80 r/ ‘/1_52—471: r’
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avendo osservato che la corrente ¢
misurata da §° &

A

I

i'=A'V=

vV (16)

e che

Figura 3 2 1
C =

(17)

€My

L’osservatore S’ misura cioé un campo magnetico dato dalla legge di Biot
e Savart (si osservi che per S’ la corrente & diretta verso sinistra in fig. 2).
Concludendo: I'osservatore S misura un campo elettrico radiale di modulo

E-_* 1
21r£0r

ed un campo magnetico nullo. L’osservatore S’ misura invece un campo
elettrico radiale
A1 A1 1 En

E = = = 2

" 2ﬂ€07_2n€0;m i

€ un campo magnetico (con linee di forza circolari) di modulo

i/ EV
Bt 2 con i'= AV ossia B'=—~ 1 VE'

4 ,/ 1-p? c2 W_C2 r

Nel limite di ¢—>, gli osservatori misurano i medesimi campi: F ,=Er’;
B’=0 '

In generale, perd, i campi elettrici e magnetici dipendono dal sistema di
riferimento. A questo punto & necessario domandarsi se neil due sistemi si
osservano fenomeni diversi o, invece, la diversita apparente delle misure
discende soltanto dalla relativita del concetto di campo.

Per chiarire questo punto importante immaginiamo che i due
osservatort § ed S’ decidano di valutare indipendentemente i risultati di
alcuni esperimenti eseguiti in un punto P sull’asse delle y del sistema S.
Il primo esperimento consiste nella misura dell'impulso Ap, acquistato da
una carica g, in un tempo molto piccolo At.
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cui corrispondera una forza gE,. Scrivera perci6 la legge di Newton:

(18)

cui corrispondera una forza elettrica qE,’, ma ad esso si aggiungera un
campo magnetico

ron,

E
B=-; v

St

A V
4x /I_BZr/ CZ /I_BZ

&

e dunque una forza di Lorentz
. E, . E
F=-yq— =—jg—21—p?
c 1_62 1_ﬁ2

In definitiva misurera una componente della forza lungo I’asse y:

2
FygE(—— - )_4p /ip?
y d%y g r—l—Bz y

10
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D’altro canto At e At"sono legati dalle trasformazioni di Lorentz. Per x=0,

At'= (20)

da cui si ottiene che

Ap,=qE At

Che ¢ il medesimo valore trovato da S, per quanto le forze misurate nei
due sistemi di riferimento siano diverse.

Un secondo esperimento consiste nel misurare la velocita v, di una
particella che, partendo da ferma, ha percorso un tratto molto piccolo Ay.
Questo esperimento ha, rispetto al precedente, il vantaggio di una maggior
chiarezza di enunciazione in quanto Ay & lo stesso per entrambi gli
osservatori § ed §’. Il lavoro compiuto dalla forza applicata sara, nei due
sistemi:

/ /
FyAy e FyAy/=FyAy

cui corrisponde la variazione di energia cinetica:

AT=F Ay AT'=F,Ay=F,/1-pAy

Essendo v, molto piccola (se Ay tende a zero), potremo scrivere ’energia
cinetica come T=1/2mV?, ossia:

AT=v A(mv) AT'=v)A(mv )

11
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I due osservatori misureranno velocitd diverse poiché esse sono legate al
sistema di riferimento da relazioni che si ottengono derivando le
trasformazioni di Lorentz.

Come € noto:

, v,oV
V.=
vV
1_
2
v _17p?
Y vV (22)
1_ x
2
c
v
V= z 1- 2
z va P
1-
2

La (21) ¢ infatti un caso particolare delle (22) quando v,=0.
Si noti infine che la (21) mostra semplicemente che

" Per esempio, si veda C.Kittel, W.D.Knight, M.A.Rudermann: La
Fisica di Berkeley I, Meccanica Zanichelli, 1970; pagg. 381-383
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