ESERCIZI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA’

ES1

Supponiamo che una certa forma di allergia reggigatolpisca di norma 1 individuo ogni 20,
mentre le intolleranze alimentari riguardano i198.8ei casi. Supponendo che i due eventi siano
indipendenti, qual e la probabilita di avere entranproblemi? e di averne almeno uno? e di
averne solo uno?

ES 2

Da uno studio sul Body Mass Index effettuato in popolazione, si stima che il 33% degli
individui € Normopeso, il 50% Sovrappeso, e il 1@%eso. In questi 3 gruppi, la probabilita di
sviluppare una certa tipologia di malattie cardemaari e rispettivamente pari a 1%, 3% e 6%.
Sapendo che la popolazione comprende complessivarh@/®00 individui, calcolare:

a) Quanti soggetti obesi dovrebbero complessivamesgerei in questa popolazione;

b) Qual € la probabilita, estraendo a caso un individiailla popolazione, che sia un soggetto
Normopeso e si ammali di una di queste malattie;

c) Qual e la probabilita che un individuo scelto aocasquesta popolazione sviluppi una di
gueste malattie — e, quindi, quanti casi di malattiaspettiamo nella popolazione.

ES 3

Nell'anemia mediterranea, un genitore portatoregaricrocitemico) trasmette I'anomalia genetica
al figlio con probabilita del 50%; se l'individuaeglita I'anomalia da entrambi i genitori, egli si
ammala di talassemia; se la eredita solo da uriagenigli € a sua volta un portatore sano.

a) Qual e la probabilita che il figlio di due portateani sia malato? e la probabilita che sia un
portatore sano? e che non erediti 'anomalia?

b) A sua volta, il soggetto in questione (figlio diedportatori sani; chiamiamolo Tizio) potra
avere in futuro un figlio; immaginando che Tizicasicoppi con un soggetto che non presenta
'anomalia, con che probabilita il figlio di Tizi@ssia, il nipote della prima coppia di
genitori) sara portatore sano?

Suggerimento per I'impostazione: abbiamo 3 possshiilazioni, con Tizio portatore sano / malato
di talassemia / senza anomalia, e la probabilita dHiglio di Tizio sia portatore sano dipende
dalla situazione ...

ES 4

Nel concepimento, per una certa tipologia di coplgigprobabilita che il feto presenti una certa
malformazione congenita € pari a 15%; effettuamdgravidanza un test che individua con certezza
la presenza di questa malformazione su 8 donneglwprobabilita si troveranno 2 casi di
malformazione? e nessuno?

ES5
Se la mortalita per influenza A HIN1 e pari a locdismorte ogni 10,000 malati, qual é la
probabilita che fra 100 malati non ne muoia nes8uno

ES 6
Se il peso alla nascita dei neonati maschi € disto secondo una Normale di media 2.8 e varianza
0.16, qual e la probabilita che nasca un bimbopelse meno di 1.8 kg~.



ES7

Se la prevalenza della microcitemia in una reg®ael 15%, somministrando a 100 bambini un
test che individua la presenza di microcitemia semsitivita 80% e specificita 98%, quanti test
positivi dovremmo avere?

ES 8

Lo Skin-prick-test é utilizzato frequentemente jpescreening delle allergie agli alimenti; si teatti un
test cutaneo che fornisce il risultato in 15 mipbé sensibilita pari ad almeno 90%, ma ha unaacar
specificita, in media pari a 60%.

Qual’e il problema principale di questo teBliPe se ciascuna delle seguenti affermazioni &€ \dera
Falsa.

a) Indica troppi falsi negativi

b) Indica troppi falsi positivi

c) Conduce spesso ad una diagnosi errata di allafighentare, mentre il soggetto non é allergico
d) E’ molto probabile che un soggetto allergicalti;negativo al test

Inoltre, secondo alcuni studi, le allergie alimensaosservano nel 6% circa dei bambini e
nell'l.5% degli adulti. Dire se ciascuna delle saguaffermazioni € Vera o Falsa e, se Falsa,
suggerire una correzione alle parti sottolineate.

e) Un bambino sottoposto alBkin-prick-test ha test positivo con probabilita.6%

f) Un bambinosottoposto all&kin-prick-test ha test positivo con probabilit®80

g) Un adulto allergico sottoposto atBkin-prick-test ha test positivo con probabilit®80

h) Un bambino coskin-prick-test positivo ha probabilita di esseltergico pari a 13%

i) La probabilita di essere allergiguando IoSkin-prick-test & positivo € la stegsaradulti e bambini

ES9

In un laboratorio & stato messo a punto un nucstadiagnostico per la malattia celiaca basato su
un prelievo di sangue. Si devono quindi stimaresgieiia e specificita, attraverso un esperimento
controllato. Gli studiosi prendono 20 pazienti @@hiachia confermata dalla biopsia ("malati”) e 60
pazienti che sono stati controllati a seguito di@ni, ma sono risultati non affetti da celiachia
("non malati"). Su tutti gli 80 soggetti viene seguito il nuovo test, ottenendo | seguenti @duilt

Test +| Test -| Tot
Malato 17 3| 20
Non malato 5 55| 60
tot 22 58| 80

Calcolare sensitivita e specificita e il valoreditiivo del test positivo, assumendo che la
prevalenza della celiachia sia pari a 8%. Compayaest'ultimo risultato con quello che si
otterrebbe usando solo | dati in tabella: c'é uffardnza, e perché?



ES 10

Supponiamo che per ogni individuo la probabilitadwdluppare il diabete di tipo | sia pari a 0.4% (4
per mille). Questa malattia ha una probabile coreptangenetica; infatti una persona il cui fratello
(o sorella) ha il diabete di tipo | ha un rischicuere lo stesso tipo di diabete pari a 5%, cheasa
30% se il fratello (sorella) € un gemello identico.

a) Se John e Mary sono una coppia di sposi, glaapebabilitda che entrambi sviluppino il diabete
di tipo 1?

b) Se John e Mary sono fratello e sorella, qual grbbabilita che entrambi sviluppino il diabete di
tipo 1?



SOLUZIONI

ES 1 (allergia e intolleranze)

Gli eventi che stiamo considerando e i dati debfgma sono:
A =Allergia Respiratoria, p(A)=1/20 =0.05

| = Intolleranza Alimentare, p(1)=0.035.

A ed | eventi indipendenti

Formalizziamo le domande e risolviamo:

- Probabilita di avere entrambi: p(A & 1) [intemene] = [per la proprieta di indipendenza] = p(A)
-p(1)=0.05-0.035=0.00175 (approssimando: circar2rpke)

- Probabilita di averne almeno uno: p(A oppurgihione] = p(A)+p(l)-p(A&l) = 0.05+0.035-
0.00175=0.08325 (circa 8.3%)

- Probabilita di averne uno solo: vediamo 2 praoedti.

Il primo mostra un@composizione dell’evento in questione, utile in gerale: osserviamo che la
probabilita che cerchiamo e
p( (A & non 1) oppure (I & nonA) ) — giusto?

Osserviamo che I'unione [“oppure”] riguarda duerg@vacompatibili ossia disgiunti; quindi
possiamo scrivere:
p( (A & non 1) oppure (I & nonA) )= p(A & non I) (I & nonA) = (*)

Gli eventi “non | ” e “non A”sono rispettivamenteomplementari di | e A, e quindi:
p(non 1)=1-0.035=0.965 ; p(non A)=1-0.05=0.95

Essendo A ed | eventi indipendenti, sono anchegerdienti ciascuno col complementare dell’altro;
quindi le probabilita delle intersezioni sono ibdotto delle probabilita; quindi:
(*) = p(A)-p(non 1) + p(1) -p(nonA)= 0.05-0.965+8H 0.95=0.04825+0.03325=0.0815

Secondo procedimento, piu intuitivo: “solo uno” Ydae “o I'uno o l'altro ma non entrambi”, il
che ci suggerisce che la probabilita che cerchiamo
pr('uno o I'altro) - pr(entrambi) = pr(unione) f(ntersezione) = 0.08325 - 0.00175 = 0.0815

ES 2 (Malattie cardiovascolari e BMI)

Gli eventi che stiamo considerando sono:

N=Normopeso, p(N)=0.33; S=Sovrappeso, p(S)=0.5; kg0, p(0)=0.17. Osserviamo che questi
3 eventi sono incompatibili (disgiunti), e insiem@ostruiscono lo spaziQ (NUSUO=Q); ovvero,
osserviamo che p(N)+p(S)+p(0)=1.

Inoltre, abbiamo I'evento M, sviluppare una ceipalogia di malattie cardiovascolari. Il testo ci
fornisce le probabilita di M nelle 3 situazionikso precedenti — probabilita condizionate:

p(M|N)=0.01 p(M|S)=0.03 p(M|O)=0.06
Ultimo dato disponibile: la popolazione comprendd ® 000 individui.

Passiamo alle domande:
a) numero di soggetti obesi: p(O)-n =0.17-10,0D360
b) p(NN M) = p(N)-p(M|N) = 0.33-0.01 = 0.0033 = 3.3 %o (patle)



c) p(M): per impostare il calcolo, dobbiamo consae che ci si ammala con probabilita diversa a
seconda della condizione di peso, e conosciamdepesbabilita, e inoltre che nella popolazione
ciascuna condizione ha una frequenza (prevalemzaxsd, che pure conosciamo; in pratica,
partiamo dalla considerazione che: ci si ammaaeeNormopeso, oppure Sovrappeso, oppure
Obesi:

pM)=p((MNN)uMNS)uMNO)) sono eventi disgiunti (poiché N, Se O
disgiunti) —
p(M)=p(MN N)+p(MN S) + p(MN O) la prima I'abbiamo calcolata, le altre due

si calcolano in maniera analoga, quindi:
p(M) = p(M|N)-p(N) + p(M|S)-p(S) + p(M|O)- p(O) :0033+0.015+0.0102 = 0.02853%
— numero malati = p(M)-n = 0.0285-10,000= 285
- Osserviamo che abbiamo applicato una sorta dianmxhderata delle probabilita condizionate di

ammalarsi, con pesi dati dalle prevalenze di cias@ondizione (la somma dei pesi e paria 1,
come osservato all'inizio).

- Osserviamo anche che I'addendo piu grande nittialsomma, e quindi il contributo piu grande
al numero complessivo di malati, viene dal gruppoSbvrappeso: sebbene il rischio sia molto
maggiore per gli Obesi (Rfn=6, RRovss=3), €ss0 si applica a una porzione piu piccoliadel
popolazione; un piccolo rischio, applicato a tamdividui, implica un grosso aggravio per la
popolazione — questo genere di considerazioni@ inteambito epidemiologico e di salute pubblica.

ES 3 (Trasmissione dell’anemia mediterranea)

Chiamiamo P I'evento “portatore sano” (microcitea)idM I'evento “malato di talassemia”, e S
(impropriamente, per “sano”) la situazione di agseth anomalia genetica (che corrisponde
all’evento complementare all’'unione di questi due).

L’altro evento di interesse & T=trasmissione dethimalia; il testo dice che p(T|P)=0.50; inoltre,
come é facile immaginare, p(T|M)=1, p(T|S)=0.

a)

- I'individuo &€ malato se riceve I'anomalia da embi i genitori; la trasmissione da un genitore é
indipendente da quella dall’altro genitore, quigdesta probabilita &: p(T|P)-p(T|P) = 0.25;

- l'individuo € portatore sano se riceve 'anomalauno dei due genitori, ma non dall’altro; quindi
questa probabilita é: 2-p(T|P)- (1-p(T|P)) = 0.5r(tiplicazione per 2 é riferita al fatto che puo
riceverla dal padre — e non dalla madre — o vicgaetalla madre — e non dal padre);

- I'individuo é sano se non riceve I'anomalia nal dadre, ne’ dalla madre: (1-p(T|P))- (1-p(T|P)) =
0.25

b) Il figlio di Tizio, avendo un genitore sano (Pptra essere portatore sano (P) solo se riceve
'anomalia da Tizio, il che avviene solo se qudstiwo € M oppure P. Come in altri esercizi di
guesto blocco, dobbiamo fare una sorta di media@mta delle due probabilita di Trasmissione
condizionate a M e a P, con pesi dati dalle prdivalaippena calcolate che I'individuo di prima
generazione Tizio sia M ovvero P:

p(T)=p(T|M)- p(M)+ p(T|P)-p(P)=p(T|M)-0.25 + p(T|@)p0 = 1-0.25+0.50-0.50 = 0.50

Nota: nella somma sopra manca un pezzo relatiidtaia possibilita per Tizio, che e essere sano.
Questo pezzo € pari a zero, per questo la suanz@sen € stata esplicitata:

P(TIS)-p(S)=0-p(S)



ES 4 (Malformazioni in gravidanza)

Questo e il classico schema Binomiale: ci interéssanto (“successo”) “trovare una
malformazione”, che ha probabilita0.15, osservato in n=8 “prove” (test in gravidgnza
X=numero di successi nelle 8 prove.

Domande: Pr(X=2) e Pr(X=0)

p(X =2) =(8)o.152 rogs? =S /6L 1210 (3100 yg56 — 9937
2 (20) (6 (60.. (20

p(X =0) = (8) 015° (D85° =— O 1088’ = 0,272
0 0B -0)!

ES 5 (Morti per influenza A HIN1)

Il dato &€ p(morte | malato)== 0.0001. Si vuole conoscere la probabilita clreithero di morti X
fra n=100 individui malati sia pari a 0. Si tragbbe di uno schema Binomiale, ma data la bassa
probabilita dell’evento e I'alto numero di provepsio applicare la formula della Poisson (che viene
infatti detta anche legge degli “eventi rari”).

Il parametro della Poissorien-n=0.01

e %1001
0]

p(X =0)= e %91 = 099

ES 6 (Peso alla nascita)

Questo e un semplice problema sull’utilizzo dellava Normale. | parametri sono: media u= 2.8,
varianzas’=0.16

Quindi, deviazione standasd-0.4.

p(X<1.8) = probabilita sulla N(0,1) che Z sia < galore standardizzato z:

,-18-28_
0.4

La tabella non ci fornisc®(z) (I'area fino a z) se z & negativo; ma questa & uguale a quella
nella coda destra, e cioe ab{2.5);

sulle tavole in dotazione agli Studenti (che pdbexb essere diverse se prese da testi di statistica
attenzione!), in corrispondenza della riga 2.5 ltadmlonna 0, legg®(2.5) = 0.994— la
probabilita cercata € 0.0666%o.

ES 7 (Test diagnostico per la microcitemia)

In questo esercizio, abbiamo un test diagnostieoheh
p(P | M) = sensitivita = 80%

p(N | non M) = specificita =98% (N = test Negadiv
La “malattia” (essere microcitemico) ha p(M)=15%

Il numero di test positivi € dato dalla somma deriVPositivi (i Positivi per i Microcitemici) piu i
Falsi Positivi (i Positivi per i non-Microcitemici) Microcitemici dovrebbero essere 15 (sempre |l
15% dei bambini osservati!), gli altri 85 sono ndierocitemici. Dunque:

- il numero dei Veri Positivi atteso e: p(P | M§-20.8-15= 12
- il numero dei Falsi Positivi atteso €: p(P | Mn85 = (1-0.98)-85=1.7
— in totale: circa 14 test risulteranno Positivi.



ES 8 (screening allergie agli alimenti)

sensitivita = 90% = (introduco un po’ di notaziop€) P | AL)
specificita = 60% = p(N | non M)

Nella seconda parte del quesito, abbiamo anchelalenza, diversa a seconda dell’eta del
soggetto: Pr(AL) € 0.6 per i bambini e 0.015 peadulti

a) Indica troppi falsi negativiRalsa: i falsi negativi sono il 10% (1-sensitivita)
b) Indica troppi falsi positivi¥ero: i falsi positivi sono il 40% (1-specificita)

c) Conduce spesso ad una diagnosi errata di alafighentare, mentre il soggetto non ¢é allergico?
Vero, ¢ la stessa affermazione del punto b)

d) E’ molto probabile che un soggetto allergicaltisnegativo al testPalso, € la stessa
affermazione del punto a)

e) Un bambino sottoposto alBkin-prick-test ha test positivo con probabilita 5%
Falsa La probabilita di Test Positivo va calcolata sefjuente modo:
Sottintendiamo che parliamo di bambini. TP = “Tieesitivo”. AL = “Allergico”.

Pr(TP)=Pr( (TP & AL) oppure (TP & non AL) ) =
=Pr(TP & AL) + Pr(TP & non AL) =
=Pr(TP | AL) - Pr(AL) + Pr(TP | non AL) - Pr(néwh) =
=sens. - 0.06 + (1-spec) - (1 —-0.06) =
=09-0.06+0.4-094=0.43

Quindi 43% corregge 6%.

f) Un bambinosottoposto all&kin-prick-test ha test positivo con probabilit®/&

Falsa la correzione e “Un bambino allergico” (come seiggce la seguente affermazione)

g) Un adulto allergico sottoposto atkin-prick-test ha test positivo con probabilit®&0Vero

h) Un bambino coskin-prick-test positivo ha probabilita di esseltergico pari a 139

Vero: risulta calcolando il valore predittivo del tgstsitivo:

Sottintendiamo che parliamo di bambini. TP = “Tieesitivo”. AL = “Allergico”.

Pr(AL | TP)=sens. - prev./[sens. - prev + @c3p (1 —prev)] =
=0.9-0.06/0.9-0.06+0.4-0.9426.1

i) La probabilita di essere allergiguando IoSkin-prick-test & positivo € la stegsaradulti e
bambini?

Falsa poiché per gli adulti la prevalenza e piu bassaia € minore la probabilita a priori di essere
allergico, e quindi lo sara anche la probabilifzoateriori. Verifichiamo facendo il calcolo, in
maniera analoga al punto precedente:

Stavolta parliamo di adulti. TP = “Test Positiv&L = “Allergico”.

Pr(AL | TP)=sens. - prev./[sens. - prev + @cp (1 —prev) ] =
=0.9-0.015/0.9- 0.015 + 0.4 - 0.986033

Per gli adulti, la prob. di essere allergici avemastato un test positivo € solo del 3.3%.



ES 9 (esperimento su un test diagnostico)
Dalla tabella si evincono i seguenti valori peuedgarametri del test:

sensitivita=17 /20 =0.85
specificita = 55/ 60 = 0.92

Per il valore predittivo del test positivo, usadd@revalenza = 0.08 e la formula di Bayes,
otteniamo:

send prev 0851008

p(M |T+) = = = 047
send prev+ (1-speq [(1- prev) 085[D08+ (1—- 092) [{1- 008)

Dungue un soggetto che ottiene un test positivorse il nuovo metodo diagnostico ha il 47% di
probabilita di essere celiaco - ossia, la biopaiadisultato positivo con probabilita 47%.
Se invece usiamo i dati in tabella:

p(M | T+) = (veri positivi) / positivi =tp / (tp #p) = 17 /22 =0.77

| risultati sono diversi, e il secondo € ERRATOgt il secondo approccio non usa il valore
corretto della prevalenza, quello sulla popolazigeeerale, bensi usa il valore della prevalenza
ottenuto sulla tabella, cioe 20/80, il quale ngmaduce la situazione nella popolazione, ma é stato
fissato dagli investigatori per convenienza. (Rateedarsi che per puro caso o per scelta degli
investigatori il valore vero della prevalenza sencidente con il valore stimato nella tabella;
generalmente non lo €, solitamente negli esperiniegapporto fra malati e non malati € 1:2 o0 1:3)

Dunque con la prevalenza sbagliata e maggioreeallajuera (25%) otteniamo il valore predittivo
77%, piu alto di quello vero.

Per completare l'illustrazioneediamo un esempio dove la prevalenza stimata € cetta.

Un ampio studio osservazionale ha considerato apalpzione di 100 persone esposte a una
sostanza chimica che puo indurre un certo tipamiore ematologico. Tutti gli individui sono stati
sottoposti a un test diagnostico di screening peere se hanno assorbito grandi quantita della
sostanza, ed essere quindi classificati come sbdgeischio” se positivi 0 "non a rischio” sddist
era negativo. Fra le 200 persone, 22 hanno svitoppsel tipo di tumore. La tabella dei risultati
era:

Test +| Test -| Tot
Malato 13 9| 22
Non malato 25 53| 78
tot 38 62| 100
Stime:

sensitivita = 13 /22 = 0.59
specificita =53 /78 = 0.68

prevalenza stimata: 22/100 = 22%



Questa stima riproduce correttamente la prevalealta popolazione. Dunque possiamo usare
entrambi gli approcci per calcolare il valore ptidd del test positivo:

- 0 la formula di Bayes:

send prev 0591022

p(M |T+) = = =
sendprev+ (1-speq [{1- prev) 059022+ (1- 068)[{1- 022)

- 0 (piu rapidamente) il calcolo della percentudddla tabella:
(veri positivi) / positivi =13 / 38 =0.34

Vediamo anche il valore predittivo del test negatishe fornisce la probabilita che un soggetto con
test di screening negativo sia malato:

(1-sensgl prev _ (@- 0591022 014
(L- sen3 [prev+ sped(l- prev) (1- 059) D22+ 068{1- 022)

p(M |T-) =

ES 10 (diabete di tipo 1)
La probabilita di malattia p(D) € in generale 0.0B4sa comunque dipende da altre informazioni:

p(D | un fratello / sorella € malato) = 0.05
p(D | un gemello identico € malato) = 0.30

Usando i simboli DJ e DM rispettivamente per indécgli eventi "John si ammala” e "Mary si
ammala”, dobbiamo calcolare p(DJ & DM) in due dseesituazioni.

a) coppia sposata

| due eventi sono indipendenti, quindi:

= p(DJ)-p(DM) con p(DJ)=p(DM)=p(D)=0.004
dunque: Pr(DJ & DM)=0.004-0.004=0.000016

b) fratello e sorella (nota: trattandosi di un nims@ una femmina, non possono essere gemelli
identici)

Qui | due eventi non sono indipendenti poiche pengio p(DJ | DM)=0.G%.004

p(DJ & DM)=p(DM)-p(DJ | DM )=0.004-0.05=0.0002



