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1. Premessa

I raggi X sono radiazioni elettromagnetiche come la luce o le radiofrequenze, anche se con proprietà differenti. Ma che cos'è una radiazione elettromagnetica?

Un'onda elettromagnetica è costituita da un campo elettrico e magnetico oscillanti nello spazio e nel tempo (è noto infatti che ad un campo elettrico oscillante in un piano (E) è sempre associato un campo magnetico (B) oscillante in un altro piano perpendicolare al primo). L'onda elettromagnetica può essere quindi rappresentata come in fig. 1:
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Fig. 1

Un ipotetico osservatore che, in un punto fisso dello spazio, misurasse il campo elettrico e magnetico nel tempo, troverebbe un andamento come in fig. 1,a. Un secondo osservatore che trovasse il modo di fermare il tempo e misurasse i valori dei due campi lungo una direzione dello spazio, troverebbe invece un andamento come in fig. 1,b.

A questo punto, forse, se i nostri osservatori fossero anche molto attenti, noterebbero che campo elettrico e magnetico non sono indipendenti tra loro: dalle leggi di Maxwell si ricava infatti, che la relazione che lega i moduli del campo magnetico B e del campo elettrico E é:




dove SYMBOL 109 \f "Symbol" è la permeabilità magnetica e SYMBOL 101 \f "Symbol" è la costante dielettrica del mezzo nel quale l'onda si propaga.

Per praticità si può quindi rappresentare il campo elettromagnetico esprimendone solo la componente del campo elettrico (in quanto, tra l'altro, le interazioni tra campo magnetico e materia sono in genere trascurabili rispetto a quelle tra materia e campo elettrico).

Le grandezze che caratterizzano l'onda sono allora:

l'ampiezza (E0) pari all'intensità massima del campo elettrico durante l'oscillazione;

la lunghezza d'onda (SYMBOL 108 \f "Symbol"), definita come la distanza tra due massimi dell'onda (o comunque tra due punti corrispondenti). (Fig. 2);
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Fig. 2

la frequenza (SYMBOL 110 \f "Symbol"), definita come il numero di oscillazioni complete che il campo elettrico compie nell'unità di tempo.

L'onda può dunque essere rappresentata da un'equazione del tipo:




Se ho più di una radiazione devo però introdurre un nuovo parametro che tenga conto dello sfasamento tra le varie onde. Questo parametro è l'angolo di fase SYMBOL 102 \f "Symbol". Nel caso di due onde si può allora scrivere (in un punto fisso nello spazio):




Il campo elettrico totale in quel punto dello spazio, sarà allora dato da E1+E2. Si può dimostrare che se SYMBOL 110 \f "Symbol"1=SYMBOL 110 \f "Symbol"2=SYMBOL 110 \f "Symbol" allora anche l'onda risultante sarà sinusoidale e con frequenza SYMBOL 110 \f "Symbol". (Fig. 3)
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Fig. 3

A questo punto, questo modo di rappresentare le onde risulta essere poco pratico per cui conviene passare ad un nuova rappresentazione. In fig. 4,a è mostrato un vettore E con modulo pari a E0; se faccio ruotare questo vettore con velocità angolare SYMBOL 119 \f "Symbol"=2SYMBOL 112 \f "Symbol"

SYMBOL 110 \f "Symbol", la componente Ey sarà descritta dall'equazione:




In questo modo posso quindi avere una rappresentazione immediata sia dell'ampiezza dell'onda, sia della sua fase. Se invece ho due onde con la stessa frequenza, l'onda risultante può essere facilmente trovata per somma vettoriale (fig. 4,b). Poiché matematicamente è scomodo fare la somma vettoriale, conviene esprimere il vettore come un numero nel piano complesso (fig. 4,c). 
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Fig. 4
In questo modo il vettore somma di altri vettori è quello che ha la parte reale uguale alla somma delle parti reali dei singoli vettori e la parte immaginaria uguale alla somma delle parti immaginarie.

Al tempo t avrò allora:




e quindi




La convenienza di questo tipo di rappresentazione risulta evidente tenendo conto che:




mentre più semplicemente:




2. I raggi X

I raggi X sono onde elettromagnetiche con lunghezze d'onda comprese tra 0.07 Å e 100 Å. Come noto ad ogni radiazione elettromagnetica è associato un fotone di energia E=hSYMBOL 110 \f "Symbol"=hc/SYMBOL 108 \f "Symbol": a diverse SYMBOL 108 \f "Symbol" corrispondono diverse energie, e quindi diverse saranno le interazioni con la materia. Le energie associate ai raggi X sono paragonabili a quelle che legano gli elettroni interni ai nuclei (circa 10-8 erg).
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Fig. 5
2.a. La produzione di raggi X

I raggi X vengono prodotti bombardando un metallo con elettroni ad alta energia, e quindi, ad alta velocità. Quando questi passano nel metallo vengono deviati o rallentati, subendo un'accelerazione. La carica accelerata emette quindi il fotone (fig. 6).

Tale radiazione si dice bremsstrahlung (dal tedesco bremsse per freno e strahlung per raggio) e ha la caratteristica di essere estesa con continuità su un campo di frequenze (fig. 7).
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Allo spettro continuo se ne sovrappone uno discontinuo costituito da righe di elevata intensità, che scaturiscono dall'interazione fra gli elettroni entranti e quelli presenti negli strati interni degli atomi: laddove un urto ha l'effetto di espellere un elettrone interno, un altro elettrone di energia superiore scende a colmare la lacuna così prodotta, emettendo l'energia eccedente sotto forma di un fotone X.
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Fig. 6
Come noto dalla meccanica quantistica, gli elettroni, all'interno di un atomo, possono esistere solamente in stati energetici quantizzati dai numeri quantici n, l, m e ms. Gli stati caratterizzati da n=1 vengono detti di tipo K, quelli con n=2 di tipo L, quindi quelli con n=3 di tipo M e così via. Se il fotone X è emesso in seguito all'espulsione di un elettrone di tipo K, anche le righe che si formano vengono dette di tipo K. Se l'elettrone che riempie la vacanza è di tipo L ho la K (a SYMBOL 108 \f "Symbol" maggiore corrispondente ad un salto energetico più basso), se l'elettrone è di tipo M ho la K. Queste righe sono le più importanti dello spettro. In realtà la K è un doppietto costituito dalla riga K e dalla K per il fatto che l'elettrone che decade può essere di tipo s o p (fig. 8). 
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Per la stessa ragione la K è in realtà, un tripletto. Un tubo a raggi X (fig. 9) contiene quindi una sorgente di elettroni, detta catodo, ed un bersaglio emettitore di raggi X detto anodo o anticatodo (cavo all'interno per far passare dell'acqua di raffreddamento). Tra anodo e catodo si stabilisce una forte differenza di potenziale (dell'ordine delle decine di kV) per accelerare gli elettroni in maniera tale da produrre i raggi X. Il catodo è costituito da un filamento di tungsteno che viene portato all'incandescenza per passaggio di una corrente di qualche ampere, che produce elettroni per effetto termoionico. Generalmente in diffrazione viene usato un fascio monocromatico di raggi X, per cui si seleziona la K, che è la riga più intensa.

Le radiazioni emesse sulle altre frequenze vanno così eliminate con particolari filtri (per esempio con una lastra di metallo con numero atomico di 2 unità superiore a quello dell'anticatodo).
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Fig. 9
2.b. La diffrazione dei raggi X

A livello macroscopico, per vedere un oggetto devo mandare su di esso un raggio di luce: l'oggetto diffrange la luce in tutte le direzioni; se metto una lente, questa farà convergere i raggi diffratti su un piano a formare l'immagine. A livello atomico per "vedere" una struttura molecolare devo mandare un fascio di raggi X ottenendo una figura di diffrazione; non esiste però nessuna lente in grado di focalizzare un raggio X, per cui questo passaggio deve essere effettuato per via matematica. Il problema dei raggi X è quindi analogo a quello di colui che, dovendo riconoscere un oggetto in una stanza buia, vi tira contro delle palline da ping-pong, cercando di risalire alla forma dell'oggetto in base alle deviazioni subite dalle palline che vi urtano contro.

1) Diffrazione da parte di un elettrone nell'origine

Quando il raggio incidente (o primario) incontra un elettrone, vi è un'interazione tra il campo elettrico dell'onda elettromagnetica e l'elettrone stesso (in quanto carico negativamente). In seguito a questa interazione l'elettrone incomincia ad oscillare con frequenza pari a quella del raggio incidente. Ma una carica oscillante emette a sua volta in tutte le direzioni dello spazio, radiazioni con la stessa frequenza dell'oscillazione (effetto Thompson). (Fig. 10,a).

L'elettrone diventa dunque un centro di scattering (dall'inglese, sta per diffusione). Si può dimostrare che l'ampiezza del campo elettrico dell'onda diffratta in una direzione, dipende solo dalla posizione relativa della sorgente e del rivelatore. A tal proposito, definiti due versori, uno con la stessa direzione del raggio incidente (so) ed uno con la stessa direzione del raggio diffratto (s), risulta matematicamente e concettualmente conveniente definire un vettore di scattering S (fig. 10,b), pari a:



S è dunque legato sia alla lunghezza d'onda del raggio incidente, sia alla direzione di osservazione. L'ampiezza del campo elettrico dell'onda diffratta può quindi essere espressa solo in funzione di S.
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Fig. 10

2) Scattering di un elettrone in un punto diverso dall'origine

E' analogo allo scattering di un elettrone nell'origine, con l'unica differenza che il cammino ottico percorso dalla radiazione è diverso (fig. 11).

Questa differenza è data dalla somma di due contributi:

PQ : pari al cammino in più percorso dalla radiazione diffratta

OM : pari al cammino in meno percorso dalla radiazione incidente

Ma il diverso cammino ottico avrà il solo effetto di modificare la fase dell'onda che arriva sul rilevatore; avrò allora:




dove Ee(S) è l'ampiezza scatterata dall'elettrone se fosse stato nell'origine (il segno - sta ad indicare che ad un cammino ottico più lungo corrisponde un ritardo della fase). Dalla fig. 11 si ricava:

PQ = r cos 
OM = r cos 
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Fig. 11
ma anche:

r·s0 = r cos(180° ) = r cos 
r·s = r cos(180° ) = r cos  

per cui sostituendo:




L'osservabile fisico risulta però l'intensità diffratta I(S); tenendo conto che E è una grandezza complessa:




che è la stessa intensità ottenuta per l'elettrone nell'origine: come aspettato, il risultato sperimentale è indipendente dal sistema di riferimento usato.

3) Scattering da parte di una distribuzione di elettroni

Consideriamo inizialmente due soli elettroni: uno nell'origine (i) ed uno individuato da r (j). (Fig. 12).

La radiazione scatterata ad un certo S sarà data dalla somma delle radiazioni scatterate da i e j:




E(S) è quindi dato dal prodotto di due contributi:

Ee(S) dipendente solo da S;

(1+e2iS·r) dipendente da S e dalla posizione relativa dei due elettroni.
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Fig. 12
poiché sono interessato a determinare la struttura del mio campione conviene introdurre un fattore di struttura T(S) definito come:




Questo risultato si può facilmente estendere; nel caso di N elettroni, definito con rn il vettore che individua l'elettrone n-esimo, si ha:




Ma gli elettroni non sono localizzati in un punto, per cui devo considerare una funzione di distribuzione di probabilità elettronica SYMBOL 114 \f "Symbol"(r).
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Fig. 13
Il numero di elettroni compresi in uno spazio infinitesimo dr sarà allora SYMBOL 114 \f "Symbol"(r)dr. Questi elettroni contribuiranno allo scattering per un termine:




per cui integrando su tutto lo spazio:




L'integrale a secondo membro si dice trasformata di Fourier di SYMBOL 114 \f "Symbol"(r); in forma operatoriale si può indicare:




4) Scattering da parte di un atomo nell'origine
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Lo scattering di un atomo è determinato dalla distribuzione dei suoi elettroni, per cui, come abbiamo già visto:




con SYMBOL 114 \f "Symbol"(r) questa volta riferita alla densità elettronica dell'atomo in questione. In prima approssimazione posso però considerare l'atomo simmetricamente sferico, per cui avrò SYMBOL 114 \f "Symbol"(r)=SYMBOL 114 \f "Symbol"(r). Per questo, passando alle coordinate sferiche, posso facilmente risolvere l'integrale; tenendo conto che SSYMBOL 215 \f "Symbol"r = Sr cosSYMBOL 121 \f "Symbol" e che dr = r2senSYMBOL 121 \f "Symbol"drdSYMBOL 121 \f "Symbol"dSYMBOL 102 \f "Symbol" :




e quindi:




ma:
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per cui:




dove f(S) è detto fattore di scattering atomico. Da notare che se S=0 allora il fattore di scattering si riduce a:




dove Z è il numero atomico dell'atomo in considerazione; da questa relazione e dalla fig. 15 si ricava dunque che gli atomi pesanti diffrangono molto più intensamente degli atomi leggeri.
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5) Scattering da parte di una distribuzione di atomi

Consideriamo dapprima un atomo non localizzato nell'origine (fig. 16). Definito un vettore rn che individua il centro dell'atomo, ed un vettore R=r-rn, avrò:




ma rn è costante per cui:




SYMBOL 114 \f "Symbol" è indipendente dalla posizione del centro dell'atomo per cui SYMBOL 114 \f "Symbol"(R+rn)=SYMBOL 114 \f "Symbol"(R), ed in definitiva:




Anche in questo caso lo spostamento dell'atomo dall'origine cambia la fase dell'onda, ma non l'intensità scatterata. Se estendiamo a N atomi semplicemente dobbiamo sommare i contributi allo scattering dei singoli atomi; avremo:




dove fn e rn si riferiscono all'atomo n-esimo.

6) Scattering da parte di un cristallo unidimensionale
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Fig. 17

Per cristallo unidimensionale si intende una successione di atomi, ottenibile partendo da un singolo atomo e traslandolo di un vettore a N volte. (Vedi fig. 17,a). Ogni singolo atomo dista na dall'origine (con n intero) per cui contribuirà alla funzione di struttura per un termine:




la funzione T(S) riferita all'intero cristallo sarà allora:




Per semplicità di trattazione consideriamo un cristallo tale che nSYMBOL 206 \f "Symbol"[-N,N], ossia costituito da 2N+1 atomi; allora:




Il termine SYMBOL 229 \f "Symbol"e2SYMBOL 112 \f "Symbol"inSSYMBOL 215 \f "Symbol"a  è una somma di una serie geometrica. Come noto se:

s = a + a2 + a3 + ((( + aN
allora:

as = a2 + a3 + a4 + ((( + aN+1
e sottraendo membro a membro:

(1-a)s = aaN+1
ossia:
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Nel nostro caso il primo termine della serie è e-2SYMBOL 112 \f "Symbol"iNSSYMBOL 215 \f "Symbol"a , per cui si ha:
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moltiplicando numeratore e denominatore per e-SYMBOL 112 \f "Symbol"iSSYMBOL 215 \f "Symbol"a , e tenendo conto delle formule d'Eulero:




per cui:




Se N=0, allora la TL(S)=1 e T(S)=f(S), come aspettato per un solo atomo nell'origine. Se invece N è grande, la TL(S) tende a valori trascurabili, eccetto per sen((SSYMBOL 215 \f "Symbol"a)=0 (come mostrato in fig. 18), ossia per:




Questa relazione viene detta condizione di Von Laue.
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Chiamando Sa la proiezione di S su a, la condizione di Von Laue porta a:




In pratica, dato che a è caratteristica del cristallo, si avranno riflessi di intensità rilevabile solo per quei valori di S la cui proiezione lungo a è h/a, ossia quando la punta del vettore S giace su un piano perpendicolare ad a, distante h/a dall'origine. (Fig. 19). Poiché h può assumere un valore qualsiasi intero, avrò infiniti piani di questo tipo, spaziati tra loro di 1/a. (Fig. 20,a).




Non tutti i valori di S sono però possibili; dalla fig. 20,b si vede come, fissato SYMBOL 108 \f "Symbol" ed il versore so, S debba giacere sulla superficie di una sfera, detta di riflessione, di raggio 1/SYMBOL 108 \f "Symbol". Da questa condizione e dalla condizione di Von Laue risulta dunque che la punta del vettore S deve trovarsi sulle circonferenze dei cerchi ottenuti dall'intersezione delle fig. 20,a e b. (Fig. 21)
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6.a) Scattering da parte di un cristallo unidimensionale come osservabile in laboratorio

La trattazione fatta finora è conveniente da un punto di vista matematico, ma non chiarisce cosa effettivamente si rivela in un esperimento reale.

Immaginiamo allora di collocare il nostro cristallo davanti ad una lastra fotografica, come in fig. 17,a e b, e di disporre la sorgente di raggi X lungo l'asse z. La posizione della sorgente individua il versore so e quindi la posizione della sfera di riflessione. 

a)
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Fig. 22
La posizione del cristallo determina l'orientamento dei piani di Von Laue. Quel che si ottiene è rappresentato in fig. 22,a. Poiché solo alcuni S sono permessi, si determinano univocamente i valori di s per cui si ottengono delle bande di diffrazione sulla lastra fotografica. Ogni banda corrisponde ad un certo valore di h per la condizione di Von Laue: misurando la distanza angolare tra le bande è possibile risalire al valore di a, ossia alla spaziatura tra gli atomi nel cristallo. Da notare che, sulla lastra fotografica, l'intensità dei riflessi si riduce se aumenta il valore assoluto di h: alti valori di SYMBOL 124 \f "Symbol"hSYMBOL 124 \f "Symbol" corrispondono infatti ad alti valori di S, e noi sappiamo che lo scattering atomico diminuisce con S, come mostrato in fig. 15. Lo stesso si può dire per la diminuzione dell'intensità delle singole bande man mano che mi sposto dal centro verso i lati della lastra: ad alti angoli corrispondono inevitabilmente valori di S più alti.

Cambiando l'orientazione del cristallo, cambia la figura di diffrazione. Il lettore dovrebbe, a questo punto, essere in grado di stabilire che, se metto il cristallo lungo l'asse z, la figura di diffrazione risulta in una serie di ellissi concentriche (si presti attenzione al fatto che la lastra fotografica ha simmetria cilindrica, mentre i raggi diffratti sono distribuiti secondo una simmetria conica).

7) Scattering da parte di un cristallo bidimensionale

Per cristallo bidimensionale si intende una successione ordinata di atomi in due dimensioni. Dati allora, due vettori a e b, la posizione dei singoli atomi può essere definita dalla relazione:

r = na + mb

(con n e m interi)

Il fattore di struttura risulta quindi:




Il termine SYMBOL 229 \f "Symbol"e2SYMBOL 112 \f "Symbol"inSSYMBOL 215 \f "Symbol"a  è lo stesso visto per il cristallo unidimensionale e porta alla condizione: SSYMBOL 215 \f "Symbol"a=h.

Il termine SYMBOL 229 \f "Symbol"e2SYMBOL 112 \f "Symbol"imSSYMBOL 215 \f "Symbol"b , in modo simile, porta invece ad una nuova condizione di Von Laue, ossia:

S(b=k

(con k intero)

Analogamente a prima, questa condizione genera un sistema di piani nello spazio, perpendicolari a b, paralleli tra loro e spaziati di 1/b. Si hanno allora, riflessi di intensità misurabile solo quando sia SSYMBOL 215 \f "Symbol"a=h, sia SSYMBOL 215 \f "Symbol"b=k, ossia quando la punta del vettore S giace sulle rette ottenute dall'intersezione dei due sistemi di piani corrispondenti. (Fig. 23).
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Fig. 23
Da notare che queste condizioni si verificano in tutti gli esperimenti di diffusione: ad esempio, in fig. 24 sono mostrate le figure di diffrazione ottenibili facendo passare un fascio di luce visibile attraverso dei pannelli opachi, con fori di dimensioni paragonabili alla lunghezza d'onda della luce usata; si noti anche, come (fig. 24,e ed f), ad un aumento della spaziatura tra le unità ripetitive sul pannello, corrisponda una diminuzione della distanza tra i riflessi sulla lastra fotografica.
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Fig. 24
8) Scattering da parte di un cristallo tridimensionale

Estendendo quanto visto per il cristallo unidimensionale e bidimensionale, la posizione degli atomi in un cristallo tridimensionale può essere descritta dal vettore

r = na + mb + pc
(con n, m e p interi)

Il fattore di struttura risulta quindi:




da cui le condizioni di Von Laue:

S(a=h

S(b=k

S(c=l
La terza condizione implica un nuovo sistema di piani paralleli tra loro, perpendicolari a c e spaziati di 1/c. Dovendo essere verificate contemporaneamente tutte e tre le condizioni, i vettori S utili sono quelli che giacciono sui punti ottenuti dall'intersezione dei tre sistemi di piani corrispondenti (fig. 25).
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Fig. 25
Questi punti formano un nuovo reticolo che, poiché definito in uno spazio in cui i vettori hanno dimensioni di una lunghezza-1, viene detto reticolo reciproco. Lo spazio in cui si trova il reticolo reciproco viene allora detto spazio reciproco. Come il reticolo nello spazio reale viene descritto dal vettore r=na+mb+pc, così, definiti opportunamente tre vettori aSYMBOL 42 \f "Symbol", bSYMBOL 42 \f "Symbol", e cSYMBOL 42 \f "Symbol", il reticolo reciproco è descritto dal vettore S=haSYMBOL 42 \f "Symbol"+kbSYMBOL 42 \f "Symbol"+lcSYMBOL 42 \f "Symbol". Possiamo dunque scrivere:




In realtà, non tutti i punti del reticolo reciproco possono essere investigati in un unico esperimento di diffrazione, in quanto tutti i possibili vettori di scattering si estendono dall'origine alla superficie della sfera di riflessione (fig. 20,b). Si ha allora scattering solo quando i punti del reticolo reciproco intersecano la superficie della sfera. Chiaramente, se il reticolo fosse composto di punti, la probabilità che questo avvenga sarebbe molto bassa; in realtà in un cristallo reale l'orientamento delle celle unitarie varia leggermente da zona a zona per cui i punti del reticolo hanno dimensioni finite. Inoltre, la radiazione usata è sempre una distribuzione (anche se molto stretta) di frequenze, per cui S si può trovare all'interno di una zona sferica, piuttosto che su una superficie. Malgrado ciò, non molti punti del reticolo reciproco intersecheranno la superficie della sfera simultaneamente.

Per raccogliere un numero di dati sufficiente devo allora variare l'orientamento reciproco della sorgente rispetto al cristallo. Questo si può ottenere in due modi:

o variando la posizione della sorgente (il che determina lo spostamento della sfera di riflessione),

o variando l'orientazione del cristallo (il che determina la rotazione nello spazio del reticolo reciproco).

In entrambi i casi, punti successivi del reticolo reciproco finiscono per intersecare la superficie della sfera di riflessione. Quest'ultima, poiché è di raggio pari a 1/SYMBOL 108 \f "Symbol" ed è tangente all'origine del sistema di riferimento usato, finisce per spazzare sul reticolo un volume sferico di raggio 2/SYMBOL 108 \f "Symbol", centrato sull'origine. Quindi i valori di S realmente investigabili in un esperimento sono solo quelli contenuti all'interno di questa sfera che viene detta limitante.

Sebbene l'approccio seguito finora permette con facilità di calcolare la figura di diffrazione ottenibile dallo scattering di un cristallo, nella realtà, quel che si fa è l'operazione inversa. Per meglio affrontare questo aspetto del problema conviene allora ripartire dalla relazione:

T(S)=((r)(
che avevamo già trovato. Serve però uno strumento matematico che ci renda facile esprimere la densità elettronica all'interno del cristallo.

2.c. La convoluzione

Date due funzioni f(x) e g(x), la convoluzione di f con g (indicata con il simbolo SYMBOL 199 \f "Symbol") consiste in un'operazione di integrazione:






Il procedimento per il calcolo della funzione può essere comunque riassunto in quattro operazioni:

1.
folding: data la funzione g(x) si considera la sua immagine speculare rispetto all'asse y: si ottiene la funzione g(-x).(Fig. 26)




2.
traslazione: si trasla la funzione g(-x) della quantità X: si ottiene la g(X-x).(Fig. 27)

3.
moltiplicazione: si moltiplica la funzione traslata per la funzione f(x).

4.
integrazione: l'area sottesa dalla funzione prodotto da il valore della convoluzione per quel valore di X. (Da notare che, poiché integro su x, l'integrale diventa funzione della sola X)




Consideriamo, per esempio, due funzioni f(x) e g(-x) come in fig. 28:

All'inizio 

(X) è uguale a zero perché è zero il prodotto tra le due funzioni.




Man mano che aumenta X, però, si avrà una sovrapposizione crescente tra la f(x) e la g(X-x), e aumenterà quindi, anche il valore della convoluzione. L'andamento della 
[image: image31.wmf] fg

(X) è riportato in fig. 29:




Il primo massimo relativo, a X più bassi, si verifica per quel valore di X per cui ho la situazione di fig. 30,a.

Il massimo assoluto si ha invece, per quel valore di X per cui ho la situazione di fig. 30,b (essendo in questo caso massima la sovrapposizione tra le due funzioni). Aumentando ancora X si avrà un secondo massimo relativo (vedi fig. 30.c), ed infine, la 

(X) tornerà a zero.

Per i nostri scopi è utile considerare come g(x) la funzione SYMBOL 100 \f "Symbol"(x-xo) di Dirac. Tale funzione è così definita:
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E' noto dalla matematica che:







Il primo ed il terzo integrale sono uguali a zero perché è zero la Dirac nel campo di definizione. Nel secondo integrale, se SYMBOL 101 \f "Symbol" è sufficientemente piccolo, la f(x) può approssimativamente essere considerata costante ed uguale a f(xo); abbiamo dunque:




ma, tenendo conto che SYMBOL 100 \f "Symbol"=0 per xSYMBOL 185 \f "Symbol"xo:







Dunque, considerando  una funzione f(x) come in fig. 31,a, la sua convoluzione con la Dirac sarà:






cioè si ha una traslazione della f(x) di una quantità pari a xo. (Fig. 31,b)

Se invece considero:





(con n intero) 




(vedi fig. 32,b) allora:





 





Il che equivale a traslare la f(x) in vari punti, come mostrato in fig. 33.

Lo stesso si verifica in due dimensioni: la fig. 34 mostra una f(x,y), la:

g(x,y)=SYMBOL 229 \f "Symbol"

SYMBOL 229 \f "Symbol"SYMBOL 100 \f "Symbol"(xna, ymb)

e la loro convoluzione. Analogamente in tre dimensioni.




Si può definire, allora, una funzione:




Per ogni valore di n, m e p tale funzione descrive una Dirac nel sito reticolare corrispondente. Siamo dunque in grado  di rappresentare  la densità  elettronica  del  cristallo (SYMBOL 114 \f "Symbol"c(r)) come:








dove SYMBOL 114 \f "Symbol"m(r) è la densità elettronica all'interno della cella elementare. Allora:








1) Il teorema della convoluzione

Il teorema della convoluzione afferma che la trasformata di Fourier della convoluzione di due funzioni è uguale al prodotto delle trasformate di Fourier delle singole funzioni.







Da notare che la trasformata di Fourier ammette inversione, per cui:






Alla luce di questo teorema si può dunque scrivere:




Ma:






 


per cui ponendo 

:




ed introducendo le condizioni di Von Laue:




Da notare che, se un solo atomo occupa il sito reticolare, il termine Tm diventa uguale al fattore di scattering dell'atomo in questione e la relazione diventa uguale a quella già trovata in precedenza per il cristallo tridimensionale. Ciò conferma la validità dei due approcci, anche se quest'ultimo è più generale.

Da notare infine, che poiché n,m,p,h,k,l sono numeri interi, dalle formule d'Eulero risulta:




e quindi




L'intensità scatterata in un punto da un cristallo equivale a N2 volte l'intensità scatterata in quel punto da una sola cella elementare.

2.d. La legge di Bragg

Molto spesso la diffrazione dei raggi X viene trattata in maniera semplificata rispetto a quanto fatto finora, con un approccio diverso, basato sulla legge di Bragg.




Secondo tale approccio, gli atomi di un cristallo, la cui cella elementare è definita dai vettori a, b, c, sono disposti nello spazio a formare dei piani detti reticolari, passanti per le punte dei vettori a/h, b/k, c/l, dove h, k, e l si dicono indici di Miller.

Il piano è dunque indicato dai tre indici: (h,k,l). (Fig. 35). Ogni piano riflette i raggi X come in fig. 36,a; ma poiché i cammini ottici dei raggi riflessi da due piani sono diversi, si avrà un riflesso, ossia un'interferenza positiva, solo quando:




Conviene dimostrare che tale legge è derivabile dalla trattazione condotta finora.




Dalla fig. 36,b si noti come ogni vettore S debba essere perpendicolare ad un piano reticolare. Per prima cosa, dunque, conviene dimostrare che questo effettivamente si verifica . Per semplicità partiamo dalla condizione di Von Laue nel caso particolare di:




da queste si ricava, moltiplicando per un intero e sommando membro a membro:




cioè:




ossia il vettore r definisce un sistema di piani nello spazio paralleli tra loro, perpendicolari a S, e distanti 1/S uno dall'altro.

Dette aS, bS, e cS le proiezioni dei vettori corrispondenti su S, si può anche ricavare:




e:




ossia (vedi fig. 37) S risulta perpendicolare al piano passante per le punte dei vettori a, b, c, ossia al piano (1,1,1) (secondo la rappresentazione di Miller).

Per ogni S è dunque possibile trovare un sistema di piani reticolari paralleli tra loro e perpendicolari a S stesso. Gli atomi del reticolo giaceranno dunque su questi piani, e così il vettore r che li individua. Dalle relazioni di cui sopra si ricava che vale la relazione:




dove d è la distanza tra i piani, e tenendo conto che:









si ottiene:




che è la legge di Bragg per n=1. L'estensione ad un n qualsiasi non è però immediata. Consideriamo ad esempio, i casi particolari in cui h=0, k=1, l=0 (fig. 38,a), e h=0, k=2, l=0 (fig. 38,b).







Nella fig. 38,a, S è perpendicolare al sistema di piani di Miller (0,1,0); nella fig. 38,b, S è ancora perpendicolare al sistema (0,1,0), mentre il sistema (0,2,0) (in generale: (0,n,0)) definisce un sistema di piani paralleli al sistema (0,1,0), tale che la distanza tra i piani è metà (1/n) della distanza tra i piani contenenti gli atomi del reticolo (vedi fig. 39)

Allora:




e quindi:




3. Determinazione della struttura molecolare

Lo scopo di un esperimento di diffrazione di raggi X di un cristallo è quello di determinare la struttura del cristallo stesso, ossia la distribuzione elettronica al suo interno.  Ma SYMBOL 114 \f "Symbol"c(r)=

(r), per cui il problema si riduce a valutare L(r) e SYMBOL 114 \f "Symbol"m(r) separatamente.

L(r) può essere determinata dalla distribuzione dei riflessi sulla lastra fotografica (come già visto nelle pagine precedenti); SYMBOL 114 \f "Symbol"m(r), invece, non è immediatamente deducibile. Teoricamente, infatti, poiché 

, potrei fare la trasformata inversa di Fourier su Tm(S), ottenendo:




La questione è che Tm(S) è un numero complesso, esprimibile come:




mentre il dato sperimentale è l'intensità diffratta, pari al modulo di Tm(S): non abbiamo dunque alcuna informazione sull'angolo di fase SYMBOL 102 \f "Symbol". Il problema è quindi notevole, considerato, anche, che è più la fase, che l'ampiezza dell'onda diffratta, a contenere informazioni sulla struttura. Tale problema va quindi by-passato in qualche modo.

3.a. Procedure per la determinazione della struttura di molecole piccole

La determinazione di una struttura procede secondo i seguenti punti:

1.
si prepara il cristallo e se ne determinano dimensioni e tipo di cella elementare (per determinare L(r) e quindi, dalle relazioni già viste, l'intensità scatterata dalla singola cella )

2.
si cerca di localizzare la posizione di qualche atomo all'interno della cella elementare (tale posizione può essere espressa tramite un vettore r=xa+yb+zc, con x,y,zSYMBOL 206 \f "Symbol"[0,1])

3.
si calcola il fattore di struttura (ampiezza e fase) T'(S) relativo agli atomi di cui al punto 2

4.
si calcola la 

 usando per ogni S, l'ampiezza misurata sperimentalmente e la fase della T'(S)

5.
si determina allora un modello più accurato di quello al punto 2 e si calcola una nuova T'(S). Quindi si procede come al punto 4

6.
si ripetono i punti 4 e 5 finché il modello non converge ad una struttura plausibile

7.
si spostano leggermente gli atomi dalle loro posizioni nel tentativo di massimizzare l'accordo tra la struttura calcolata ed i dati osservati: questo si può fare con un sistema di minimi quadrati.

Il punto più delicato è il secondo. Questo può essere affrontato con il seguente approccio.

1) La funzione di Patterson

Poiché il dato sperimentale è l'intensità I(S), in mancanza d'altro, Patterson propose di fare la trasformata inversa di Fourier su quest'ultima. Otteniamo la funzione di Patterson (P):




ma poiché I(S)=T(S)TSYMBOL 42 \f "Symbol"(S):










, mentre per quanto riguarda 

 si può dimostrare che:







dove SYMBOL 114 \f "Symbol"(-r) è la densità elettronica del cristallo invertita rispetto all'origine (fig. 40). Allora:




e
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EMBED Equation 

La Patterson risulta dunque uguale alla convoluzione della SYMBOL 114 \f "Symbol"(r) con se stessa (autoconvoluzione).

Quindi, pur essendo impossibile calcolare SYMBOL 114 \f "Symbol"(r), conoscendo la Patterson è possibile avere informazioni sulla posizione dei vari atomi. Per capire come ciò sia possibile, si consideri un caso semplice, unidimensionale: la molecola di HCl.




La SYMBOL 114 \f "Symbol"(x), non calcolabile direttamente, è mostrata in fig. 41; l'informazione più importante che contiene è, in definitiva, la distanza tra H e Cl pari a d.




Fig. 42 :  Da notare che il folding di SYMBOL 114 \f "Symbol"(-x) la riporta su SYMBOL 114 \f "Symbol"(x)



Per autoconvoluzione della SYMBOL 114 \f "Symbol"(x) si ottiene la P in fig. 43. Si può osservare come la distanza tra il massimo centrale e i massimi laterali è uguale proprio a d: la Patterson rappresenta dunque la struttura della molecola vista dall'atomo più pesante (in questo caso Cl).

Si dice allora che la Patterson mi da la mappa vettoriale della molecola, ossia tutte le distanze tra i massimi della SYMBOL 114 \f "Symbol"(r), però riportati all'origine. Ovviamente il discorso è analogo anche in due (fig. 44) o tre dimensioni.




2) Metodo dell'atomo pesante

Come si vede dalla Fig. 44, aumentando il numero di atomi presenti nella cella elementare, aumenta rapidamente la complessità della Patterson. In molecole complesse, il numero di picchi è tale, che non ci sono modi semplici per risalire a quali coppie di atomi si riferiscano. Per ovviare si introduce un atomo pesante. A questo corrisponde un picco più alto nella SYMBOL 114 \f "Symbol"(r), e quindi, facendo la convoluzione, saranno amplificati quei picchi che si sovrappongono a quello dell'atomo pesante. Posso allora conoscere le posizioni dei vari atomi rispetto a questo, e quindi, le posizioni dei vari atomi tra loro. Con questo sistema sono state trovate le strutture dell'eme e della platinoftalocianina.

3.b. Procedure per la determinazione della struttura di proteine

Affinché una proteina possa essere studiata ai raggi X, deve essere innanzi tutto cristallizzata. Ciò è possibile solo se la proteina è idratata. Infatti, un cristallo è il risultato dello stretto impaccamento di molecole identiche; questo non sarebbe però possibile nel caso di proteine, a causa dell'estrema irregolarità della loro superficie. L'acqua forma allora, un guscio di forma sferica che elimina le irregolarità e permette la formazione del cristallo. Da notare che più del 50% di un cristallo di proteine è costituito di acqua.

Questo porta a vantaggi e svantaggi. I vantaggi sono che le macromolecole si trovano in uno stato molto simile a quello riscontrabile in soluzione, inoltre è possibile introdurre con facilità atomi pesanti. Lo svantaggio è che le molecole d'acqua intorno alla proteina tendono ad orientarsi ed a dare un contributo allo scattering: vanno dunque prese in considerazione quando calcolo la struttura.

Il metodo dell'atomo pesante non è, in questo caso, utilizzabile perché, nella Patterson, i picchi dovuti agli atomi leggeri (in numero molto maggiore a quello degli atomi più pesanti) tendono ad offuscare quelli dovuti agli atomi pesanti. Si usa quindi un altro approccio.

1) Metodo della sostituzione isomorfa

le procedure di questo metodo sono simili a quelle viste per una molecola piccola:

1.
si cristallizza la proteina e si procede come al punto 1 per le molecole piccole. In più, si ripetono queste operazioni per dei cristalli detti isomorfi, ossia che differiscano da quello della sola proteina per l'introduzione di uno o più atomi pesanti. Questi cristalli isomorfi possono essere ottenuti in due modi: o facendo reagire la proteina in soluzione con un metallo pesante e facendola precipitare; o facendo diffondere il metallo pesante attraverso il cristallo già formato. Il primo metodo è più complicato perché, anche piccole modificazioni, possono portare all'impossibilità di cristallizzare la proteina o, comunque, a variazioni nel cristallo ottenuto. Il secondo metodo è il più usato perché, sebbene l'inserimento di un atomo provochi distorsioni a livello locale nella proteina, non ha effetti sulla struttura generale, né sull’impaccamento del cristallo (in quanto la sua cella elementare è molto capiente).Per l'introduzione dell'atomo pesante si usano i reagenti in tabella 1, che hanno il vantaggio di legarsi a residui di amminoacidi specifici.

Tabella 1


Reagenti
Siti di legame

AgNO3
Gruppi SH

Xe
Legami non covalenti

KI + I2
Tirosine

PCMB:

Gruppi SH

Na2PtCl4
Metionine, istidine e altri



Serine nei siti attivi

Hg(Ac)2
Gruppi SH, istidine

UO2(NO3)2  o  UO2(Ac)2
Carbossili

Mersalile:

Istidine e gruppi SH

2.
si calcola la posizione dell'atomo pesante. Ciò si può fare tenendo conto che i fattori di struttura sono additivi, per cui chiamando TP quello relativo alla proteina da sola, e TPH quello relativo alla proteina legata all'atomo pesante, si ha (fig. 45):




Dalle intensità  scatterate  dai  cristalli  isomorfi posso  conoscere SYMBOL 124 \f "Symbol"TPSYMBOL 124 \f "Symbol"  e  SYMBOL 124 \f "Symbol"TPHSYMBOL 124 \f "Symbol", da cui, in prima approssimazione, supponendo che l'introduzione dell'atomo pesante non vari molto la fase:




Da SYMBOL 124 \f "Symbol"THSYMBOL 124 \f "Symbol" posso calcolare la Patterson relativa all'atomo pesante, e quindi indentificarne la posizione.

3.
con un metodo di minimi quadrati si ottimizzano i valori trovati al punto 2; quindi si calcola la SYMBOL 124 \f "Symbol"THSYMBOL 124 \f "Symbol", che ora conosco per ampiezza e fase.




4.
si calcola il fattore di struttura della proteina. Questo può essere fatto per via grafica (fig. 46,a): si disegna su un piano la circonferenza di raggio SYMBOL 124 \f "Symbol"TPSYMBOL 124 \f "Symbol" su cui deve trovarsi TP, quindi il vettore TH, che identifica un punto O', e, con centro in O', si traccia un'altra circonferenza  di  raggio  SYMBOL 124 \f "Symbol"TPHSYMBOL 124 \f "Symbol".

Le due circonferenze si intersecano in due punti: unendo il punto O con ciascuno di questi, ottengo i due possibili vettori TP. Per identificare quale dei due è quello giusto, si ripete il procedimento per un nuovo cristallo isomorfo: avrò una nuova circonferenza che andrà ad intersecare le altre in un solo punto, identificando TP (fig. 46,b).




5.
tramite trasformata inversa di Fourier, sfruttando i dati ottenuti al punto 4, si risolve la struttura a bassa risoluzione.

6.
si ottimizza la struttura con i metodi già visti per le molecole piccole.

3.c. Limitazioni sperimentali sulla risoluzione

Abbiamo visto precedentemente che gli unici valori di S per i quali posso avere scattering sono quelli compresi dentro la sfera limitante, ossia tali che SYMBOL 124 \f "Symbol"SSYMBOL 124 \f "Symbol"

SYMBOL 163 \f "Symbol"2/SYMBOL 108 \f "Symbol". Questo pone un limite teorico alla massima risoluzione ottenibile da un esperimento di raggi X. Infatti, a larghe distanze nello spazio reciproco, corrispondono brevi distanze nello spazio reale: non potendo misurare T per alti S, perdiamo la possibilità di discriminare dettagli fini nella struttura.

In realtà, però, nel caso di macromolecole, questo problema non si pone, in quanto è estremamente difficile preparare cristalli adatti alla diffrazione. Spesso, i cristalli di proteine, pur apparendo morfologicamente regolari, hanno talmente tanto disordine da rendere impossibile ottenere dati ad alta risoluzione. La questione diventa allora, ottenere cristalli più regolari: controllando la velocità di enucleazione e crescita da soluzioni soprassature, modificando la solubilità delle proteine tramite variazioni di pH, di temperatura, della concentrazione di sali, per evaporazione del solvente o dialisi.

4. Procedure per la determinazione della struttura di fibre

Non tutte le macromolecole di interesse biologico possono essere cristallizzate, ad esempio: il DNA o le proteine fibrose. Queste ultime, per la loro simmetria, possono essere studiate come fibre. Le fibre ottenibili possono essere di tre tipi:

fibre cristalline, che sono un mosaico di microcristalli orientati casualmente intorno l'asse di fibra;

fibre semi cristalline, che mantengono, rispetto alle cristalline, un certo ordine se viste perpendicolarmente all'asse principale, mentre mostrano un orientazione casuale se viste parallelamente l'asse;

fibre non cristalline, in cui è mantenuta soltanto l'orientazione delle singole macromolecole lungo l'asse di fibra.

Non esistendo dunque, una struttura esattamente cristallina, il disegno di diffrazione che si ottiene è complicato, con macchie che si sovrappongono e, comunque, che si riferiscono alla media delle possibili orientazioni dei microcristalli intorno l'asse di fibra. Lo scopo di un esperimento ai raggi X, in questi casi, non può dunque essere quello di determinare la distribuzione elettronica della singola macromolecola, ma bensì, quello di valutare i parametri dei modelli che, supponiamo, ne descrivono la struttura. Dalla teoria precedente sappiamo che:




ma SYMBOL 114 \f "Symbol"(r)=

(r), dove SYMBOL 114 \f "Symbol"m(r) si riferisce alla distribuzione elettronica di una singola unità ripetitiva, per cui:




Da quanto detto prima, mentre per i cristalli siamo maggiormente interessati alla  SYMBOL 70 \f "Symbol"[SYMBOL 114 \f "Symbol"m(r)], nel caso di fibre, quel che più interessa è la SYMBOL 70 \f "Symbol"[L(r)].

Sia proteine fibrose, sia il DNA possono essere trattate con modelli elicoidali. Per semplicità di trattazione, consideriamo un'unica elica continua.



            


Fig. 47   esempi di polipeptide SYMBOL 97 \f "Symbol" elica (a sinistra) e di DNA B (a destra)
1) Scattering da parte di un'elica continua

I parametri che descrivono un'elica sono (fig. 48):

il raggio (rh) pari al raggio del cilindro sul quale l'elica si avvolge;

il passo (P, detto anche periodo di ripetizione), definito come la distanza di cui si alza l'elica in un giro completo;

In pratica, un'elica si ripete uguale a se stessa ogni P lungo l'asse principale: questo è vantaggioso perché la si può trattare alla stregua di un cristallo unidimensionale, con la cella ripetitiva uguale proprio ad un singolo ciclo dell'elica stessa.

Considerando l'asse di fibra lungo z, la funzione che descrive il reticolo di questo cristallo, sarà:







ricordando che k è il versore nella direzione di z. In pratica questa funzione descrive una serie di Dirac nello spazio, lungo l'asse z, spaziate tra loro di P. Definita Lh la funzione che descrive l'elica nello spazio, e L'h quella che ne descrive un singolo ciclo, sarà (fig. 49):





EMBED Equation 

per cui, detto:



                


si ottiene:







Consideriamo dapprima Tu. Dalle trattazioni precedenti risulta che:




Come già visto per il cristallo unidimensionale, la sommatoria è uguale a zero per ogni valore di S, tranne quando:




con n intero. Introducendo allora, la condizione di Von Laue:




in quanto, sia n che m sono interi. Abbiamo allora:




Per quanto riguarda T'h, bisogna considerare che ogni tratto infinitesimo ds della curva, contribuisce al fattore di struttura per un termine:




per cui, passando all'integrale curvilineo:




dalla matematica, risulta che:




e che:




per cui:




Le equazioni di un elica, in coordinate parametriche, sono uguali a (fig. 49):







per cui:



 


Per quanto riguarda il termine SSYMBOL 215 \f "Symbol"(xi+yj+zk), risulta:

S(xi+yj+zk)=Sx x+Sy y+Sz z
per cui, passando alle coordinate cilindriche (fig. 50):




e sostituendo:



 


Infine, sostituendo nell'integrale:




Introducendo la condizione di Von Laue, secondo cui SSYMBOL 215 \f "Symbol"Pk=n, ossia ZP=n,:




Chiamando SYMBOL 97 \f "Symbol"=SYMBOL 102 \f "Symbol"-SYMBOL 121 \f "Symbol" (tenendo conto che SYMBOL 121 \f "Symbol" è costante per un certo S):







Questo integrale può essere espresso tramite le funzioni di Bessel (fig. 51):




di ordine n e argomento x. Per cui, considerando y=SYMBOL 97 \f "Symbol",  x=2SYMBOL 112 \f "Symbol"rhR  e  

:







  


Da notare che l'intensità scatterata sarà: 




I riflessi descrivono allora sulla lastra, una figura a X (fig. 52,a e b).



        


           Fig. 52

Dalla distanza verticale tra le bande, proporzionale a 1/P, si può risalire al passo dell'elica, dall'angolo SYMBOL 100 \f "Symbol" si può risalire al suo raggio: si può infatti dimostrare che, per n sufficientemente alti:




2) Scattering da parte di un'elica discontinua

Il modello di elica continua è eccessivamente semplice, e va quindi migliorato. Un modello più realistico è quello di atomi o gruppi di atomi (residui), posti a distanze fisse tra loro lungo l'elica. In questo caso, perciò, il reticolo può essere pensato come un'elica discontinua, data dall'intersezione di un'elica continua con una serie di piani, perpendicolari al suo asse (fig. 53).




Definita allora, la funzione Lp, che descrive questi piani, sarà:




per cui, detto:




allora:






Si può dimostrare che la trasformata di Fourier di una serie di piani paralleli, spaziati di h, è anch'essa una serie di piani paralleli spaziati di 1/h. Sarà allora:




Che equivale a dire che la punta del vettore S può giacere solo su piani perpendicolari a Z (z) e spaziati tra loro di m/h.

La figura di diffrazione per un'elica discontinua è però data dalla convoluzione della figura di diffrazione di un'elica continua (per cui vale Z=n/P), con questi piani (per cui vale Z=m/h): in termini di S, significa che da ogni piano Z=n/P, si ottengono infiniti piani spaziati di m/h, ossia si hanno intensità misurabili quando S è tale che Z=n/P+m/h.

Da questa relazione, si può calcolare il numero di residui per giro di elica. Consideriamo un'elica con k residui per giro , con k intero. Allora, h=P/k, per cui:




Poiché m, k, n sono interi, anche l è intero. Consideriamo allora, per esempio, il riflesso sulla lastra a l=0. A questo contribuiranno tutti quei valori di m e n per cui:




ossia:




o, tenendo conto che comunque mSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol",SYMBOL 165 \f "Symbol"):




l'intensità scatterata sarà allora:




Da notare che, in generale, data la scarsa intensità dei riflessi corrispondenti a n grandi, ci si può limitare a m=0.

Se invece, consideriamo l=k, allora:




per cui, analogamente a sopra:




ma ancora mSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol",SYMBOL 165 \f "Symbol"), per cui posso scrivere n=km. Ripetendo quanto già fatto per l=0 ci si rende conto che:




Ripetendo per l=SYMBOL 177 \f "Symbol"2k, SYMBOL 177 \f "Symbol"3k, SYMBOL 177 \f "Symbol"4k e così via, si vede che l'intensità scatterata è sempre la stessa.

Allo stesso modo, per l=SYMBOL 177 \f "Symbol"k+1, SYMBOL 177 \f "Symbol"2k+1, SYMBOL 177 \f "Symbol"3k+1 e così via, si vede che l'intensità scatterata è:




ed ancora si potrebbe procedere per l=k+2. Quel che ne risulta è che i riflessi sulla lastra si ripetono ogni k linee, da cui, posso ricavare il numero di residui per giro. (fig. 54).

Se il numero di residui per giro non è intero, la situazione è leggermente più complicata. Esisterà un numero V, tale che l'elica avrà k residui ogni V giri, con V e k interi. Allora:




e sostituendo in Z:




Poiché n, m, k e V sono interi, anche l è intero; da notare che in questo caso, le bande della figura di diffrazione sono più ravvicinate, essendo spaziate di 1/VP (se V=1 si ritorna al risultato visto prima). Consideriamo il caso in cui l=0, allora:

   





ossia:




l'intensità scatterata sarà allora:




Dove, però, la sommatoria è estesa a quei soli m per cui il rapporto mk/V sia intero. Ma si può dimostrare che lo stesso risultato si ha per l=SYMBOL 177 \f "Symbol"k, SYMBOL 177 \f "Symbol"2k, SYMBOL 177 \f "Symbol"3k e così via, per cui i riflessi sulla lastra si susseguono uguali ogni k linee, come avevamo già visto nel caso particolare di V=1; allo stesso modo di prima, posso ricavare il numero di residui per giro.
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