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Nei linguaggi formali, tutte le argomentazioni soaspresse mediante simboli. Prima di
impegnarci sul numero dei simboli necessari e datlatipologia, conviene soffermarci a riflettere
suitermini che compaiono nelle espressioni di tipo dichiacafdelle quali noi vogliamo occuparci
occuparci in questa sede).

Nomi

Prima di chiarire cosa sia in logica mome € bene premettere che in questo paragrafo ci
occuperemo soltanto deiomi propri cioé di quei termini che servono a denotare (ifleare)
oggetti, enti o individuispecifici per esempio, sono nomi (nella nostra acceziotagto”, “la
madre di Caino”, “la radice quadrata di 9”, eccatdrnomicomuni(o di genere naturalg come
“cane”, “madre”, “numero pari”, eccetera, saranneece considerati piu avanti; li tratteremo come

termini che denotano engenerici caratterizzati dalppartenenza a una certa classgentificata
mediante proprieta o relazioni. Per esempio, i noamuni “cane”, “madre”, “numero pari”, ai
qguali abbiamo ora accennato, saranno per noi: ‘@einappartenente alla specie dei cani”,
“individuo che ha partorito un altro individuo”, mero naturale multiplo di 2”. Avremo occasione
di tornare piu avanti sui nomi comuni, quando par® divariabili, di forme di proprietae —

soprattutto — diorme proposizionali
Abbiamo detto che nel linguaggio ordinario serwoni, nella nostra accezione, termini come:

a) “Carlo”, “Napoli”, “Stromboli”, “dieci”;
b) “la capitale della Germania”, “il quadrato di 7T,dutore dei Promessi Sposi”.

Possiamo anche osservare che nella riga a) ablsantio simboli convenzionalii quali denotano
in forma sintetica il denotato; nella riga b) awba scritto invecesimboli che hanno una certa
struttura la quale € tra I'altro espressiva aebdoin cui il simbolo denota il denotato (avremmo
potuto dire “Berlino”, “quarantanove”, “Alessandifdanzoni”, in luogo delle espressioni che
abbiamo adottato).
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Il fatto che un oggetto, nel linguaggio ordinapossa essere denotato in vari modi (cioe il fatto
che ci si possa riferire per esempio a una stesssopa, denotandola per esempio come ‘il
professore di Linguaggi e sistemi formali”, “Giovanorio Giannoli”, “il docente dello studio 31",

“il figlio di Caio e Sempronia”, “linquilino dellultimo piano”, eccetera) e fonte di numerosi
problemi, nell'ambito della filosofia del linguagygiLa teoria piu diffusa e accreditata € ancora ogg
quella di Gottlob FregdJber Sinn und Bedeutun$892) secondo la quale:

— 1 nomi sono nomidi qualcosa (“denotano” o “nominano” qualcosa) che il nome
denota (il denotatag la denotazionalel nome;

— i nomi denotandn un certo modocioé connotang perché essi esprimoroerti aspetti
particolari della loro denotazione; dunque, un noeserimeunaconnotaziong€un senso)
di cio che esso denota.

Per esempio, i nomi “Alessandro Manzoni” e “lagodei Promessi sposi” denotano dtesso
individuo, ma lo fanno in due modiversi il secondo nome rende esplicita infatti una pietgrdel
denotato (il fatto di avere scritto il romanzo ‘lopessi sposi”), mentre nel primo nome questa
stessa proprieta non € affatto esplicitata.

Nel linguaggio ordinario, due nomi diversi dellessto individuo (esprimenti diverse connotaziarth sono tra
loro intercambiabili. Anche se si tratta a tutti gffetti di nomi che si riferiscono al medesimo endee nomi che
esprimono connotazioni diversen possono essere considerati sinonimi. Infatti, @@mnotazione veicola ufiverso
contenuto informativo(per esempio, una proprieta particolare dell'ed@notato, scelta per connotarlo); se| si
sostituisce un nome esprimente quella particolarmatazione con un’altro (che pur si riferisce @&d®simo ente), si
perde informazione. Per esempio, la frase «Manedi@utore del Promessi Sposi” veicola un contenoformativo
molto diverso dalla frase «Manzoni € Manzoni», appdalla frase «l'autore dei Promessi Sposi & ¢autdei
Promessi Sposi»; eppure, le due ultime frasi pas&ssere ottenute dalla prima, sostituendo il ntvenzoni” al
nome “l'autore dei Promessi Sposi” (0 viceversatpahe questi due nomi denotano lo stesso indwidu

Nell'ambito della filosofia del linguaggio, si ustre che duenomi diversi dello stesso enfesprimenti diverse
connotazionihannola stess@&stensionginoltre, quando duromi connotano un certo ente sotto due diversiilprei
dice che esstsprimonodue diversentensioni In generale, quando ci si riferisce a un certie esecondo una certa
intensione, non si mira soltanto ad identificarkd (attribuirgli una certa di etichetta, a nomingripiuttosto,
nominando quell’ente, si sta esprimendo anche uticpkare concetto(per esempio: il concetto che quell'individu
oltre a essere un uomo, & anche l'autore di unta capera letteraria). E proprio sotto questo poofihe la
connotazione, l'intensione, il concetto, forniscahsensodi una certa espressione. Il nome, quando halbrdi una
vera e propria “etichetta”, si limita invece a datare una certastensionga distinguere sotto il profilo linguistico la
propria denotazione, a denotarenie I'oggettoo I'individuo cui esso si riferisce.

°

Nel quadro di una concezione del genere, Fregeoaaristabilire i seguenti principi (validi per i mocomposti,
che contengono altri nomi come loro parti costiten

i) quando — entro un nome composto — un nome costifenmpiazzato da un nome che esprimstdssal
connotaziongla connotazione espressa dal nome composto nta) mu

i) quando — entro un nome composto — un nome cost#uemimpiazzato da un nome che hastassa
denotaziongela denotazione del nome composto non muta.

Avremo modo di utilizzare il secondo di questi darencipi, quando ci porremo il problema di cid athenotano in
logica gli enunciati.

Per i linguaggi formali di cui noi ci occuperema@mneerremo esplicitamente (salvo esplicito avvisat@rio) che
ognuno degli oggetti di cui stiamo parlando abbia mome diverse@ chea nessuno degli oggetti di cui stiamo
parlando possa essere attribuito piu di un notnegltri termini, le logiche di cui noi ci occupano saranno logiche di
tipo estensionaleogni oggetto risultera denotato da un diverso @amogni diverso nome denotera qualcosa di
diverso; percio, non si dara mai il caso che un e@ossa ancheonnotarequalcosa, cioé denotarlo sotto un certo
profilo. Se un certo ente dovesse godere di cedprigta particolari (le quali potrebbero servireamnotarlo), quest
dovranno essere espresse nella forma di una eéapiedicazione (del tipo: «si da un certo indigduquell'individuo

& Manzoni e quell'individuo e I'autore dei PromeSgiosi»); non sara consentito che le proprietéosimpresse come
connotazioni, all'interno del nome.
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Nei linguaggi di cui tratteremo, un nome potra dar®un ente, un oggetto, un individuo, ma
potra essere anche il nome difatto (di un evento). Giacché I'espressione linguistican fatto
in genere urenunciatg i simboli che noi utilizzeremo come nomi potrammninare (a seconda dei
casi), sia gli enti individuali che gli enuncig@ier esempio, il simbolo “p” potrebbe essere utinz
per nominare (a seconda dei casi) un certo individitnome “Pasquale”, oppure I'evento espresso
dall’enunciato «si da il caso che piovax.

E inoltre opportuno tracciare una distinzione pnéliare tracostantie variabili:

— sonocostantii nomi propri (i simboli) che — nel corso dell'amentazione — denotano
sempre ilmedesimente, nell’ambito di un certo dominio;

— sonovariabili i nomi propri (i simboli) che — nel corso dell'amentazione — denotano un
entegenericq la cui identita non e precisata; se il dominiauda variabile € unalasse
(per esempio la classe dei cani), si pud ancheaperghe la variabile corrisponda a un
nome di generdil genere degli appartenenti a quel dominio).tdwia (a meno che il
dominio su cui spazia la variabile non risulti eante, nel contesto dell’argomentazione),
e preferibile pensare che una variabile indichi m@munente generice che la classe di
appartenenza sia esplicitata mediante una speqiiiedicazione. Sul punto, avremo
occasione di tornare nel paragrafo successivo.

In linea di massima, per tutti i nomi noi utilizeeno le lettere minuscole dell’alfabeto latino (a, b
c, ..., p, q, I); tuttavia, ci riserveremo di w#are le lettere t, X, y, z per segnalare che riheéan
guestione € una variabile.

Quando, in una certa espressione complessa, utent@®siene rimpiazzata da una variabile, si
ottiene quella che i logici chiamano uf@ma invece di riferirsi alloggetto specifico denatat
dalla costante, lformasi riferisce a un oggetto generico, appartenente dominio. Per esempio,
se nell'espressione «Aldo € romano” la costantedtAlviene rimpiazzata con la variabile “X”,
allora la forma “x € romano” si riferisce a un mdiuo generico, appartenente al dominio degli
esseri umani di sesso maschile. In questo sensmoore di genergcome “cane”, “madre”,
“romano”) puo essere considerata una forma.

Predicati

Nel linguaggio ordinario, “predicare” qualcosa —pposito di un dato oggetto — significa
assegnare a quell’oggetto un certo attributo; patne anche dire (in maniera un po’ grossolana)
chepredicarequalcosa equivale absegnare certi individui a certe clasBier esempio, affermare
che «Albert & luterano» equivale ad assegnareivVithdo “Albert” alla classe dei “luterani”.
Dunque, dal punto di vista formale, una predicazipotrebbe essere espressa come una relazione
di appartenenza una classe; per esempio, se ibfnia” e il nome dell'individuo di cui stiamo
parlando ed il simbolo “L” indica la classe deidtdni, la predicazione «Albert e luterano» potrebbe
essere espressa con la formulalka» (dove ‘00" e il simbolo che esprime I'appartenenza). Noi
utilizzeremo tuttavia la convenzione universalmedettata, secondo la quale ogni predicazione va
formulata anteponendo al nome il predicato; netroossempio, scriveremo dunque «La», volendo
intendere che l'individuo di nome “a” gode delleoprieta “L”. In linea di massima, per tutti i

predicati noi utilizzeremo le lettere maiuscolel'd#abeto latino.

Mentre la formula «La» € un vero e proprio enumcigerché e il nome proprio del fatto che
Albert é luterano), quando si predica su una vdeat ottiene soltanto urfarma predicativa per
esempio, I'espressione «Lxwn assegna il predicato “L” a un individuo partic@ama lo assegna
piuttosto a un generico individuo “x”, non ultemoente specificato. In un certo senso, un nome
comune (o nome di genere naturale) € un simbofuesto tipo, in quanto denota tutti gli individui
appartenenti a una classe.
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Tuttavia, per utilizzare proficuamente un’espressidel genere (ossia: per poterla considerare
come il nome di qualche cosa), noi dovremmo sperid a quale oggetto o individuo essa si
riferisca; in altre parole, dovremmo mettere altpadella variabile una costante. In alternativa,
potremmo anche ammettere che e consentito predstangna variabile, a patto di aggiungere
gualche ulteriore specificazione: per esempio,guotno aggiungere che quella predicazione vale
per tutti gli individui appartenenti ad un certo dominiopope, che la predicazione vale jpémeno
uno di quegli individui. In termini tecnici, si dice ehla variabile di una predicazione va sempre
vincolatg specificando in modo esplicito gli individui pequali si vuol far valere la predicazione.
Come vedremo piu avanti, per vincolare la variabileuna predicazione e possibile far uso di
simboli idonei.

Proposizioni

L'unita elementare di espressione — nel linguaggidinario — & lenunciato(un aggregato
minimo di parole, che ha un senso compiuto). Quamdenunciat@sseriscegualcosa, si dice che
esso dichiarativo.

Come abbiamo gia avuto occasione di notare, un cgion dichiarativo e Bspressione
linguisticadi un fatto; possiamo dungque concepire questi @aticomenomidi fatti.

Abbiamo gia notato che — nel linguaggio ordinarior-nomedenotaqualcosagonnotandolan
una certa maniera. Visto che la logica formale ragmmmaticamentastrazionedal contenuto
delle espressioni, si tratta di discutere cosagposa denotare un enunciato, quando si fa astrazion
dal fatto specifico di cui I'enunciato & un nome.

Per cercare di capire cosa mai denoti in logiceenmnciato, richiamiamo innanzi tutto il secondo pencipi
stabiliti da Frege a proposito dei nomi (si vedaguadro al primo paragrafo di questo file): sedmiFrege, cid che un
nome denota (la denotazione del nome) non deve iaagnbe — entro il nome — una componente del noieree
rimpiazzata con un nome che abbia la stessa dém¢aioe: con un nome che denoti lo stesso ente).

Consideriamo allora i due enunciati:

(1) «Dante Alighieri € I'autore della Divinso@media»
(2) «le virtu teologali sono tre»

| due enunciati descrivono fatti diversi. Nel lirggio ordinario, cid che essi denotano non dovrebege nulla in
comune. Applichiamo pero il principio di Frege afiunciato (1) e trasformiamolo in:

(1) «Dante Alighieri € I'individuo che scresstre canti della Divina Commedia».

Giacché abbiamo soltanto rimpiazzato il terminetdegl’ con un termine che denota la stessa cosasfaro limitati
a specificare un po’ meglio come e strutturata oedga opera letteraria), la denotazione dell’eratioci(1’) non
dovrebbe differire dalla denotazione dell’enuncigity in altri termini, alla luce del principio @rege, i due enunciati
(1) e (1") dovrebbero denotare la stessa cosa.

Ora, il fatto che Dante Alighieri abbia scrittaé tcanti della Divina Commedia si pud esprimerehargosi:
(1" «ll numero dei canti, pari a quelli scrita @ante Alighieri nella Divina Commedia, & uguakees.

Se dal punto di vista della connotazione la (1ffedsce parecchio dalla (1), noi dobbiamo ingistsul fatto cheon
ci stiamo occupando in questa sedesgglsodelle espressioni (cioe: del lonmododi denotare, ossia dei concetti che
esse veicolano); piuttosto, noi ci stiamo occupaddeio che rimane invariantequando cambia l&orma della
denotazione.

Possiamo allora osservare che nella (1") I'espmess’il numero dei canti pari a quelli scritti @ante Alighieri
nella Divina Commedia” non svolge altra funzionensa quella di nominare il numero tre. Se alloraempre allg
luce del principio di Frege — noi rimpiazziamo goesome con un nome perfettamente equivalente (@aé&l nome
delle “virtt teologali”), otteniamo:

(1™ «ll numero delle virtu teologali € tre»,

enunciato che é perfettamente equivalente, sgiifllo della denotazione, all’enunciato (2).
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Abbiamo dunque mostrato che, sotto il profilo dedlenotazione (se si accetta I'impostazione di Bregk
enunciati (1) e (2) sono del tutto equivalenti;i eks/rebbero quindi denotaigualcosa di condivisomalgrado ess
descrivano fatti del tutto scollegati.

Ora, l'unica cosa che i due enunciati in questipp&ebbero condividere € il fatto che essi — pesi cire —
descrivono come stanno le cosdatti, si da il caso che Dante Alighieri fod&autore della Divina Commedia e si da
il caso che (secondo la dottrina cattolica) il nuongelle virtt teologali sia pari a tre.

Se accettiamo la tesi (gia avanzata nella metafiistotelica) secondo la qualewegodire che I'esseré e che il
non-esser@on & (Aristotele,Metaphysica/, 1011b 27 — sottolineature mie) ovvero secondguide «un enunciatp
vero e un enunciato il quale dice che le cose stanusd e cosie le cose stanno effettivamentesi e cosi (A. Tarski,
Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprach&835 — sottolineature mie), allora possiamo amtele che cig
che i nostri due enunciati hanno in comune é ibfdt essereeri.

Insomma, se si rimpiazza un nome con un altro ndnggiale denoti la stessa cosa, I'unico elemei® resta
invariante non € il significato concettuale, behsialore di verita Da considerazioni di questo tipo Frege trassg la
conclusione che — dal punto della logiceié-che gli enunciati denotano € il loro valorewdirita.

Seguendo I'impostazione di Frege, noi postuleremm\alori di verita (il Verd' e il “falsd’) e
diremo che la denotazione degli enunciati (in nguaggio formale) pud assumere soltanto I'uno o
I'altro di questi valori.

Si badi bene: i valori di verita soraggetti astratti che non possono essere identificati con la
verita e con la falsita ordinaria. Infatti, mentrei siamo in genere in grado di dare giudizi sulla
verita di certe affermazioni (controllando — oveegio sia possibile — se le cose stanno in un certo
modo), nell’ambito dei linguaggi formation € previsto alcun appello a considerazioni diatire
extra-logico (come sarebbero — per esempio — quelle che parebliscendere da controlli
sperimentali). Per questo, anche se nel nostradanoi incontreremo enunciati ai quali la logica
puo far corrispondere con sicurezza un valore ditayenel caso di enunciati che descrivono eventi
della vita ordinaria la logica non puo che sospemdegiudizio, evitando di trarre conclusioni che
non le competono.

Dobbiamo poi accennare a una ulteriore sottigliezza

Secondo una tradizione che risale alla logica postastica, sarebbe opportuno distinguereetnanciati e
proposizioni

Senza approfondire le cosa, basta qui dire cheulatio di vista della filosofia del linguaggio unueciato € la
mera espressione simbolicdi un fatto, mentre una proposizione potrebberessencepita come ignificato (il
contenuto concettuale) di un enunciato. Giacchénitinguaggio formale — per quanto s’é detto —itancosa che gl
enunciati denotano ¢ il lorealore di verita se noi volessimo mantenere una distinzione faFntiel enunciati e
proposizionipotremmo ammettere cHa proposizione € il contenuto concettuale di cite d’'enunciato asserisce
potremmo inoltre aggiungere cheproprio il contenuto concettuale cio che ha urtcealore di verita

Poste cosi le cose, mentre continueremo a direglclenunciatidenotanail loro valore di verita, saremo anche
autorizzati ad asserire che le proposizivemnoun valore di verita. Una mossa del genere ci aairsedi semplificare
I'esposizione:

— invece di dire — per esempio — che un ceranciato“p” denotail valore di verita “falso”, potremo dir
pil semplicemente che [@oposizionecorrispondentédia il valore di verita “falso” (oppure, ancora pju
semplicemente, potremo dire che «la proposizpaéalsa»);

— invece di pensare allariabili come a nomi chdenotanda seconda dei casi) un valore di verita “verog
“falso”, chiameremovariabile preposizionalegni variabile che sia in grado di assumere (@rsta dei
casi) un valore di verita “vero” o “falso”;

— invece di pensare alfermecome a termini che possono essere trasformatiunaiati (quando le variabili
siano rimpiazzate da costanti) e che dunque, comsommti, potrebberadenotare valori di verita,
chiameremdorme proposizionaliutte quelle forme i cui valosianovalori di verita.

D

In questo modo, invece di parlare di simboli clemotanovalori di verita, potremo parlare piu sempliceneedt
proposizionj di variabili proposizionalio di forme proposizionalchehanno (o possono assumere) certi valori|di
verita.
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Simboli propri e impropri

Come abbiamo osservato, i nomi denotano sempreaggglinfatti:

— sia che essi vengano utilizzati per argomentarmsterto oggetto,
— sia che essi servano per nominare una certa Vari@oitro un certo dominio),
— sia che essi costituiscano I'espressione lingaistiaun certo evento,

i nomi si riferiscono sempre a qualcosa.

Si pud anche osservare che cio che un nome derintgenere qualcosa che appartiene a una
certacategoriadi enti (cioe di cose, di individui, oppure di et¢. Potremmo anche dire che ad
ogni nome puo essere in linea di massima attribuit@ignificato concettualeo unriferimento
oggettivo, legato a cio che il nome denota (ciagate, nei termini di Frege, alldenotazionalel
nome). Insomma: i nomi denotano qualcosa, anchexdguassi vengono presi isolatamente,
estrapolandoli da una frase. Proprio per quedtmgici usano dire che i nomi sorsimboli propri
Si potrebbe anche dire (riprendendo un’antica iflaagione) che i nomi sonaermini
categorematicgiperché denotano sempre qualcosa che appartiame @ertacategoria

Oltre ai simboli propri, esistono in ogni linguaggilcuni termini i quali presi isolatamente-
non denotano nulla (e non hanno dunque alcun gigtofl. Tuttavia, alcuni di questi simboli
possono combinarsi con i simboli propri, per foreaspressioni piu lunghe, che sono in grado di
denotare qualcosa (e che dunque, in questa aceezianno un significato). Per esempio, sono
termini di questo tipo (nel linguaggio ordinaricg tongiunzione €', la negazione fior’, la
congiunzione condizionales€'. Infatti, mentre il termine “e” non denota alcuv& una espressione
composta da due enunciati dichiarativi e dal teanfai (per esempio: «si da il caso che piews
da il caso che sia sera») € dotata di significatovdicola un’informazione aggiuntiva, rispetto
allinformazione veicolata dai due enunciati comgiy presi separatamente). Per questa loro
caratteristica (di non denotare alcunché, ma ddesn possibili altre denotazioni) i termini di
guesto tipo vengono chiamati in logsianboli impropri otermini sincategorematici

Nei linguaggi formali che studieremo, avremo modandontrare due gruppi di simboli che
hanno questa caratteristicaannettivi logicie i quantificatort

— i connettivi logicisono simboli impropri che, applicati alle costadi linguaggio, danno
luogo ad altre costanti;

— i quantificatorisono simboli impropri che devono essere applicaitamente aariabili;
inoltre, quando un quantificatore (dopo essereostaiplicato a una variabile) viene
combinato con una forma proposizionale che contmungla variabile, esso da luogo a
una proposizione.

Vedremo tra poco quale sia I'uso dei quantificatori

Nella Tabella 1, diamo I'elenco deconnettiviche utilizzeremo, nel corso del nostro studio.
Possiamo anticipare cl®ltanto alcuni di essi sono indispensapiir la costruzione dei linguaggi
dei quali noi ci occuperemo. Alcuni connettivi sanéatti esprimibili come combinazione di altri;
ma il fatto di utilizzarne un numero superiore spgtto al numero strettamente necessario — ci
consentira di rendere piu semplice il formalismailitteremo i primi cinque connettivi in tutti i
linguaggi formali che avremo modo di incontrare mes$tro studio; i due connettivi di necessita e di
possibilita saranno utilizzati nel linguaggio magail quattro connettivi che specificano il tempo
dell'occorrenza di un fatto (rispetto al tempo @ellnciazione), saranno utilizzati nella logica
temporale di base; i due connettivi diadici di simicita e successione temporale saranno utilizzati
in una estensione della logica temporale di basda quale sara possibile descrivere gli
ordinamenti temporali.
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Tabella 1

connettivo simbolo | applicazione | lettura dellaformula

negazione O Op nonsi da il caso che p

congiunzione O pOqg si da il caso che psida il caso che q
disgiunzione O pOq si da il caso che pppuresi da il caso che q
implicazione O pOq sesi da il caso che mllora si da il caso che g
bicondizionale = p=q si da il caso che ge e solo ssi da il caso che ¢
necessita O op € necessario cheg

possibilita 0 Op e possibile che

passato debole P Pp si é dato talvoltal caso che p

futuro debole F Fp si dara talvoltail caso che p

passato forte H Hp si é dato sempriécaso che p

futuro forte G Gp si dara semprd caso che p

sincronicita R, Rtop all'istante ty si da il caso che p

successione v Vit I'istante t & successiva

Il ruolo dei primi cinque connettivi — nella costrane di un sistema formale — & molto simile a
guello svolto dalle corrispondenti congiunzioni] fieguaggio ordinario. Qualche avvertenza va
fatta soltanto circa a proposito della disgiunziergell'implicazione.

Per quanto riguarda ldisgiunzione va segnalato il fatto che nel linguaggio ordioala
congiunzione “0” puo essere utilizzata in due ndidtinti: puo indicare umilternativasecca tra un
certo evento p e un certo evento g (sicché noa sna il caso che entrambi i due eventi occorrono
insieme), ma puo indicare anche I'occorrenza digpure quella di g, oppure quella di entrambi,
senza escludergjuest'ultimo caso. E in questa seconda accezidaeq@ale non esclude
I'occorrenza di entrambi i disgiunti) che i logigilizzano la disgiunzione.

Quanto allimplicazione si deve notare che I'espressiond(jg) asserisce soltanto questo: che
'occorrenza di pmplica 'occorrenza di gq. L'espressione [jpg) non escludel caso che monsi
dia (e che, nella stessa circostanza, q si diaurepmon si dia). Insomma, tra le possibili
combinazioni delntecedent€p) e delconseguentéq), I'implicazione esclude soltanto il caso in
cui 'antecedente si dia e il conseguemb@ si dia.

Tenuto conto di queste avvertenze, 'uso dei cdaivieiei linguaggi formali non si discosta da
guello ordinario.

NellaTabella 2, diamo invece I'elenco dei quantificatori che imtieremo, quando affronteremo
il cosiddetto “calcolo dei predicati”. Come si pudtare dagli esempi forniti, i quantificatori
consentono dvincolare le variabili, trasformando le forme predicativeproposizioni. Pertanto, i
guantificatori svolgono proprio quel ruolo al quagecennavamo nell'ultimo capoverso del
paragrafo dedicato ai predicati: la loro applicagi@ in grado di trasformare una forma predicativa
in una costante.

Tabella 2
quantificatore simbolo | applicazione | lettura dellaformula
Esistenziale O Ok Fx esiste almenan x che gode della proprieta F
Universale O Ox Fx tutti gli x godono della proprieta F
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Formule ben formate

Abbiamo presentato nei precedenti paragrafi la neaggarte dei simboli che dovremo
utilizzare, per costruire linguaggi formali.

Dobbiamo ancora aggiungere garentesie qualchesegno d’interpunzioneche ci serviranno
per scrivere in modo piu chiaro le nostre espressiBiu avanti, sara utile introdurre qualche
simbolo ulteriore, che ci consenta di esprimerenamiera sintetica il fatto che una conclusi@ne
derivabile (oppuresegue logicamentela certe premesse.

Una volta fissati i simboli, occorrera stabilirenoe combinarli tra loro, in modo da costruire le
espressioni corrette dei nostri linguaggi formafifatti — come abbiamo gia anticipato — le
espressioni di un linguaggio formale non sono aktte stringhe (successioni) di simboli,
opportunamente formate.

I modo piu opportuno per selezionare le espressionmette di un linguaggio non & quello di
fornire una lista, ma piuttosto quello di stabilgqealcheregola di formaziongein grado di generare
(a partire da simboli) tutte lermule ben formatécioe tutte le espressioni ammesse nel linguaggio
in questione). Senza dilungarci ulteriormente, eramo qui di seguito le regole di formazione per
il calcolo degli enunciat{detto anche&alcolo proposizionalg che € il primo linguaggio del quale
ci occuperemo.

Se indichiamo com il linguaggio formale e con le lettere p, q, r..sle sue unita elementari
(cioe: le proposizioni dichiarative, esprimibiliro@ «si da il caso che ... »), avremo:

I. p,q,rs,..0L;
ii. se pOL, alloraanchép JL;
iii. sep,dlL, alloraanche (p1q), (pdq), (P q), (p=q)TL;
iv. null'altro appartiene &.
Nelle quattro regole suddette:

- la prima stabilisce che ogni proposizione elemendgpartiene al linguaggio;

- la seconda specifica I'uso che nel linguaggio s faue del connettivo negazione;

- la terza specifica 'uso che nel linguaggio si piade dei connettivi congiunzione,
disgiunzione, implicazione, bicondizionale;

- la quarta € una regola di “chiusura”, tesa ad svitzhe nel linguaggio siano presenti
formule diverse da quelle stabilite.

Possiamo anche notare esplicitamente che le quatiade di formazione permettono di costruire
— per iterazione — formule complesse del tipar ({s) O [T), posto che r ed s appartengano. a
Infatti, se r, SJ L, la seconda regola garantisce che arigh&ppartiene &; ma, allora, la terza
regola garantisce che anclié [Us) appartiene a L; quindi, la terza regola garaetche anche la
formula ((O Os) O [0) — appartiene &.

Argomentazioni formali

Una volta stabilito quali siano le formule ben fate diL (d’ora in avanti:fbf di L), bisogna
anche dire cosa sianolinle argomentazioni formaljo dimostrazion).

In breve, possiamo dire che una argomentazionedlersnunauccessione di fpfale che:

— l'ultimo elemento della successione &tmclusione

— tutti gl altri elementi della successione sgmemessealell’argomentazione (oppure loro
riformulazioni, ottenute secondo opportuni criteri)

— tutti gli elementi della successione sanonerati(secondo il loro ordine);

— la conclusione éconoscibile perché dopo di essa I'argomentazione si arresta.
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ll. METODO LOGISTICO E TAVOLE DELLA VERITA

SOMMARIO
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Linguaggi non interpretati

Se volessimo riassumere in un’unica tabella in co@asista un sistema formale, dovremmo
considerare i seguenti elementi:

1. lista deisimboliprimitivi;

2. generichesequenze di simbdlespressioni generiche, di qualsiasi tipo);

3. regole di formazionéelle sequenze di simboli, atte a selezionarerladile ben formate;

4. scelta di alcunassiomj cioe difbf atte a costituire la base di partenza del lingitagg

5. sequenze di fpf

6. regole di inferenzgo diderivaziong;

7. dimostrazioni cioé sequenze @f, ognuna delle quale puo essere ottenuta dliehe la
precedono, grazie all'applicazione delle regoldativazione;

8. teoremj cioéfbf che possono essere inferite grazie a dimostrgaquartire dagli assiomi;

9. criteri di chiusura(detti anche drestriziong, espressi per esempio come procedure atte a

stabilire: a) se un simbolo oppure Ub&appartengano o non appartengono al linguaggio;
b) se undbf & o non & un assioma; c) se una diaftpud o non puo essere inferita da certe
fbf che la precedono, mediante I'applicazione delipleestabilite.

Questa concezione dei sistemi formali (che, pewitare potremmo chiamareassiomatico-
deduttivd) s’ispira al cosiddetto “metodo logistico”, intlotto nel pensiero contemporaneo da
Gottlob Frege Begriffsschrift 1879) e successivamente sviluppato da BertrasddfLe da Alfred
Whitehead Principia Mathematical1910-13). Storicamente, questo metodo fu propostguadro
delle ricerche e dei tentativi rivolti alltondazione logicadella matematica, ai quali abbiamo
accennato nel primo capitolo. Anche se il progranilmgicista” incontro poi dei limiti, il metodo
introdotto da Frege per la costruzione dei sisfenmali conserva ancora il suo valore.

Quanto agli elementi qui sopra indicati, abbiami djscusso quelli relativi ai punti 1, 2, 3,5 e
7 nel precedente capitolo. Nella stessa occasalrigamo anche visto come sia possibile enunciare
un criterio dichiusura(punto 9, qui sopra indicato), onde stabilire secarto simbolo (o una certa
sequenza di simboli) appartiene o non appartienengliaggio. Infatti, nell'indicare i criteri di
formazione delle fbf, dopo aver dichiarato esplicitamente quali siamddrmule ammesse noi
abbiamo scritto che «null'altro appartiend.&; in modo analogo, si potrebbe procedere per gli
assiomi e per le formule dimostrabili.

Dobbiamo allora spendere qualche parola ulteriareqganto elencato ai punti 4, 6 e 8;
linsieme di questi punti si riferisce in effettil'aspetto forse piu rilevante (sotto il profilo
sintattico) dei sistemi formali: keoria della dimostrazione

Il fatto che alcuni ambiti disciplinari particolaemte rigorosi prevedaramssiominon dovrebbe
essere un fatto nuovo, per chi si accinga a steid@alogica. Gia nella geometria euclidea s’'incantr
gualcosa del genere: ci sono infatti un certo noendéproposizioni che vengono assunte come base
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di partenza, allo scopo di poter derivare certigg. Il fatto che per fornire questhdseé vengano
scelte alcune proposizioni (piuttosto che altr&nei in genere giustificato ricorrendo ellidenza
alla semplicita o alla presunta ificonfutabilit?d delle proposizioni scelte. Tuttavia, proprio
'esempio della geometria suggerisce qualcosa dioamtverso: infatti, € ben noto che e possibile
costruire geometrie perfettamente coerenti, leiquedano uno degli assiomi fondamentali della
geometria euclidea, malgrado la sua presunta “aezale

Il numero degli assiomii un sistema formale non e stabilito a priori.zArse si aumenta il
numero delle regole di derivazioaenmesse, il numero degli assiomi puo essere ditoinBer il
primo sistema che noi studieremo (il calcolo deglunciati, 0 proposizionale), faremo anzi vedere
cheé possibile evitare di presupporre qualunque asaigoarché si introduca un numero congruo
di regole di derivazione. D’altra parte, noi acaer@mo anche al fatto che il calcolo proposizionale
puo essere costruito anche in un modo diversopdottendo per esempio quattro assiomi e
utilizzando solo due regole di derivazione.

Quanto allora alleegole di inferenzaforniremo nel prossimo capitolo un elenco di dregole
e spiegheremo in dettaglio come esse si appliciomairemo anche — per ognuna delle regole
enunciate — un esempio di applicazione corretta.chigitoli successivi, presenteremo altre regole,
da utilizzare per il calcolo dei predicati e peeljp modale.

L’applicazione delle regole d’inferenza agli assi@onsente di costruire altfbf, i cosiddetti
teoremi In ogni sistema formale, le formule di questoegenhanno un rango del tutto speciale:
infatti (rispetto alle altre formule, che non saferivabili dagli assiomi), | teoremi costituisconna
classe privilegiata di espressioni formali, pereséi si trovano in qualche modo ad “ereditare” —
grazie alle regole d’'inferenza — quello statutcataristico che gli assiomi hanno in ogni sistema
formale.

Se si ammette che gli assiomi e le regole d’infeaedi un certo sistema ne costituiscono
anche il “fondamento razionale”, allora (in ques®enso specifico) i teoremi possono essere
considerati come formule che “mettono in mostrdé taazionalita”, fornendone manifestazioni. Si
tratta pero di vedere se non sia il caso di daedche ulteriore criterio di “razionalita” (che neia
riconducibile al mero criterio di dipendenza formalei teoremi, rispetto agli assiomi e alle regole
di derivazione). Altrimenti, resterebbe I'impregséoche tutta la “razionalitd” dei logici si esauds
soltanto nel rispetto (alquanto “meccanico”) ditegegole, dai logici stessi fissate.

Regole semantiche

In effetti, visto che ad ogni proposizione di umgliaggio formale pud essere assegnato un certo
valore di verita viene subito alla mente che potrebbe essercilwa eriterio per valutare la
“razionalita” di certe argomentazioni formali. Ittianell’ambito di una argomentazione “corretta”,
nessuno vorrebbe ad esempio che a partire da pemee sia possibile derivare (mediante
I'applicazione delle regole d’'inferenza) conclusitaise

Un criterio di razionalita per le argomentazionip@te lacorrettezza potrebbe essere dunque
guello dellavalidita; un’argomentazione dovra essere considerata lognte valida se non é
possibile derivare conclusiofalse quando le premesse siarere

Sorge allora un problema, relativo al fatto che pleemesse e la conclusione di una
argomentazione potrebbero essere delle formuleonualinplesse (cioé costituite da proposizioni
piu “elementari”, unite da connettivi). Ora, angenoi abbiamo ricordato con qualche dettaglio i
motivi sulla base dei quali i logici sono propeasdi assegnare alle proposizioni i valori di verita,
non abbiamo ancora detto nulla sui criteri che oecadottare per assegnare tali valori, quando le
proposizioni vengono combinate tra loro, per forenaroposizioni complesse. Dobbiamo insomma
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analizzare quali possano esseradgole di combinazione dei valori di verita, per ognune d
connettivi che abbiamo indicato.

Inoltre, abbiamo accennato anche al fatto chegictm non potendosi appellare a controlli di
tipo empirico, non sara in grado di dire se unaacproposizioneorrisponda ai fatti o non sia per
caso smentita da essi; in altre parole (a partenaloeritadi tipo logicq che avremo modo di
incontrare nel corso del nostro studio), il logimmn ha alcun modo di accertare la verita o lattalsi
di una certa proposizione. Nel caso di una propmséz complessa, il logico dovra limitarsi ad
assegnare ipoteticamentealori di verita alle proposizioni “elementari’¢io fatto, il logico potra
calcolare (grazie alle regole di combinazione $italyper i diversi connettivi) quale sia il valode
verita della proposizione complessa. Nel gergolalgici, una assegnazione ipotetica di valori di
verita costituisce unimterpretazionedel linguaggio formale; infatti, nell’assegnardoradi verita,
ogni nome viene sostituito con cid che il nome peopentedenota (il suo valore di verita).
Interpretare un linguaggio formale, assegnare uai simboli certi valori, equivale dunque a
costruire unaemanticgper quel linguaggio).

Possiamo rendere piu concreto il discorso, commitaa vedere quali siano le regole di
combinazione dei valori di verita, per i connettiie abbiamo introdotto. Per farlo, useremo alcune
tabelle: sulle colonne di sinistra indicheremo iloviadi verita attribuibili alle proposizioni
“elementari” considerate; sulle colonne di destidicgheremo invece i valori di verita risultantirpe
le proposizioni complesse.

Iniziamo dalla negazione, che é il connettivo pemgplice, perché si applica a un solo
enunciato. Se indichiamo con “p” I'enunciato in gtiene e con “v” e “f” i valori di verita che esso
puo denotare, avremo:

p | b
\Y; f
f \Y

Come abbiamo gia anticipato, sulla sinistra abbiamdaato i due valori di verita che p € in grado
di assumere; sulla destra, abbiamo indicato i spondenti valori di verita della proposizione
complessdD]. Sotto il profilo del valore di verita, 'uso diglnegazione non si discosta in logica da
guello ordinario

Analogamente, per gli altri connettivi avremo:

P | g pOq pUq pUq P=C
vV |V Vv v Vv v
% f f % f f
f Vv f Vv Vv f
f f f f % %

Anche queste tabelle mostrano che l'uso dei cowndtgici non si discosta in maniera
significativa da quello adottato per le congiunziordinarie: per esempio, anche nel linguaggio di
tutti i giorni I'enunciato «pioves fa freddo» e vero soltanto nel caso in cui siaildiaso che piova
e —insieme— sia dia il caso che faccia freddo; se anche agha delle due condizioni viene a
mancare, I'enunciato composto «piavta freddo» diventa falso.
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L’'unico caso un po’ anomalo, rispetto all’'uso omtio, € quello detonnettivo condizionale
infatti, noi abbiamo indicato nella tabella cheptaposizione (dJ q) évera, in tutti e due i casi in
cui 'antecedente é indicato corfedso, ora, questo potrebbe sembrare un po’ stranoclggaana
implicazione il cui antecedente risulti falso pbire essere giudicata fin dall'inizio come qualcosa
di inconsistente, destinata a generare altre dalfierod, nell'introdurre il connettivo condizionale
noi abbiamo volutamente insistito sul fatto chea-ttitte le combinazioni di p e di g che si possono
immaginare — l'espressione (d q) esclude soltanto il caso in cui I'antecedentedisi e il
conseguentaonsi dia; tradotto in termini di valori di verita,actcorrisponde a dire chieinico caso
in cui un’implicazione e falsa e quello in cui ll@eedente e vero ed il conseguente ¢ falsatta,
appunto, di quanto noi abbiamo indicato in tabdlaremo vedere piu avanti che — sia sotto il
profilo sintattico che sotto il profilo semanticda-proposizione (jal q) € perfettamente equivalente
alla proposiziondIp O [); , infatti, quest’ultima afferma proprio questaon si da il caso chei
dia p e — insieme -nonsi diag».

Abbiamo cosi stabilito quali siano legole semantichper i connettivi che noi utilizzeremo nel
calcolo proposizionale; ogni regola indica quake isivalore di verita che va attribuito a una certa
proposizione complessa, quando questa sia costm@iante I'applicazione di uno specifico
connettivo. Sulla base di tali regole, siamo orgrado di assegnare un valore di verita a qualsiasi
fbf (comunque complessa) del nostro linguaggio formale.

Tavole della verita

Il fatto che le argomentazioni di un sistema foendebbano essewrrette e — insieme —
debbano esseralide corrisponde a due aspetti fondamentali dellacebgontemporanea: I'aspetto
sintatticoe quellosemantico

Come abbiamo gia detto, la correttezza sintattieatta nel fatto chegni dimostrazione
formale rispetta scrupolosamente le regole d'infezg la validita consiste invece nel fatto che —
alla fine di una dimostrazione ka conclusione risulta implicitamente legata, sottoprofilo
semantico, alle premesse dalle quali la dimostiaidva avuto inizipin particolare:per ogni
interpretazione dei termini che renda vere le presee dovra risultare vera anche la conclusione

Per evidenti motivi di adeguatezza, e opportur@glhassiomiscelti per formare la base di un
sistema formale risultingeri per qualsiasi interpretazione dei loro terin(gsiano cio&autologici);
solo in questo caso, sara possibile derivare daadtss verita, per qualsiasi interpretazione dei
termini. Pertanto, sulla base del criterio enumcialt precedente capoverso, questa caratteristica
risultera condivisa da tutteoremi(cioé: da tutte le proposizioni che possono esderesate a
partire dagli assiomi). In effetti, accennerema dihe del prossimo capitolo a una proprieta del
tutto generale, che é tipica dei sistemi formali plementari: per questi sistensie una piena
corrispondenza tra gli aspetti semantici e quehitattici.

Per il momento, non disponendo ancora di alcunagoh questa corrispondenza, dovremo
accontentarci di rilevare che — a conti fatti — wgm dei teoremi che noi dimostreremo € anche una
tautologia. A questo scopo, ci tornera utile utdiee il metodo delle tabelle (dette anche “tavole
della verita”), introdotto nel precedente paragrafdatti, questo metodo € adatto ad esprimere i
valori di verita di ogni proposizione, comunque @essa.

Per iniziare, controlliamo i possibili valori di i& della proposizione comples§ip O [0);
come abbiamo gia avuto occasione di anticipareprededente paragrafo, faremo vedere che tali
valori di verita sono identici a quelli dell'impkzione (p q).

Notiamo in primo luogo che tonnettivo principalenella formulaldp O ), € la negazione
che compare al di fuori della parentesi; infattssa@ specifica il valore di verita dell'intera
espressione, una volta che sia stato calcolat@ldre di verita della formula piu elementare,
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racchiusa in parentesi. Percio, procedendo daiiteiu elementari e calcolando via via il valore
dei termini piu complessi, avremo:

P|a| Oh | pUly | OpO0n) | pOq
% % f f % %
% f % % f f
f Vv f f Vv Vv
f f % f % %

Nella penultima colonna sono indicati i valori dgrita della formuladp O OO0), della quale ci
stiamo occupando; come volevamo mostrare, talirvaigsultano del tutto identici a quelli della
formula (pO g), che abbiamo riportato per comodita nell’ultiotdonna,.

Occupiamoci poi della formula (@ [p) e della formuldp O p) (che nega la prima). Avremo:

P | O | pOp | OpOp)

\ f f \

f \Y; f \Y

La formulaOp O ) & sempre veraper qualunque interpretazione di p; si trattafgréo, d’'una
tautologia Si puo dimostrare che questa formula € ancheearema(infatti, si tratta del famoso
“principio di non contraddizione”). La formula (@ [p) € invecesempre falsaper qualsiasi
interpretazione di p. Si tratta, sotto il profilagico, d’'unacontraddizione nella misura in cui essa
pretende che un certo ersiedia e (al tempo stesso e sotto lo stesso profilo)clet medesimo ente
non si dia Avremo modo di incontrare nel prossimo capitoha specifica regola di derivazione,
tesa ad evitare situazioni di questo genere.

Come applicazione del metodo delle tavole dellat&ediamo infine qualche altro esempio di
tautologie, lasciando per ora al lettore I'onerecdicolarne il valore di verita, per qualsiasi
interpretazione dei termini.

Modus ponendo ponens: (pOg)dp)aq
Modus tollendo tollens (pUg)Udm)olp
Identita pdp

Terzo escluso (p O p)

De Morgan (pUa)= b Ulh)

Commutazione della congiunzione (pJq) = (q I p)
Commutazione della disgiunzione (pOq)=(qp)

Distribuzione della congiunzione (pO(qOn)=((pOqg)d(pdr))
Distribuzione della disgiunzione (pO(@On)=((pUqg)d(pdr))
Primo paradosso dell'implicazione p O (q O p)

Secondo paradosso dell'implicaziong:[1 (p [ q)
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lll. CALCOLO PROPOSIZIONALE
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Nel secondo capitolo di questi appunti, abbiamaiforl’elenco di tutti gli elementi che sono
necessari per la costruzione di un sistema fornmelp stesso capitolo, abbiamo esaminato alcuni
aspetti semantici della logica elementare, intreddo le nozioni dinterpretazionee divalidita.
Siamo quindi in grado di procedere alla costruzideé primo sistema di cui ci occuperemo, il
cosiddetto talcolo degli enunciati (0 calcolo proposizionale Per farlo — alla luce di quanto
abbiamo detto nel primo paragrafo del precedermpéata — dobbiamo fissare un certo numero di
assiomie stabilire alcune regole derivazione

Come abbiamo gia detto, la scelta di alcuni assienpiuttosto che altri — non e affatto
obbligata: assiomdiversi (e diverseregole di derivazione) possono generarestEsso sistema
formale. Per esempio, il calcolo proposizionale pasgere costruito seguendo il metodo proposto da
Frege, oppure secondo i metodi proposti rispettersien da Russell, da Hilbert-Bernays, da Hilbert-
Ackermann, da&ukasiewicz o da Sobocinski. Anchenilmerodegli assiomi € variabile: & uguale a
3 assiomi nel sistema Hukasiewicz e a 15 nel sistema di Hilbert-Bernaygdnere, se si aumenta
il numero delle regole di derivazione, il numerald@ssiomi pud essere diminuito. Introducendo
un numero adeguato di regole, il numero degli assipuo essere addirittura annullato. Noi
adotteremo infatti il cosiddetto metodo della “deidne naturale”, che non prevede alcun assioma.

Le tecniche dideduzione naturalésviluppate da G. Gentzen, da S. Jaskowski e déatéh)
prevedono 10 regole. Noi adotteremo I'impostazidnEitch, che consiste in sintesi in questo: per
ognuno dei 5 connettivi che abbiamo introdotto &mgne, congiunzione, disgiunzione,
implicazione, bicondizionale), fisseremo le conadigiin virtu delle quali il connettivo puo essere
introdotto o eliminatg a un certo punto della dimostrazione.

Iniziamo da una considerazione di carattere geaerda una convenzione di carattere grafico:

— ad ogni passo di una dimostrazione e sempre pltessibiodurre undbf qualsiasi, la quale
dovra essere considerata come assuntodell’argomentazione in corso; ovviamente,
giacché questdbf ci servira per derivare altribf, dovremo tener conto della sua
introduzione, registrandola come upaemessadella dimostrazione; tuttavia, qualche
regola potrebbe permetterci di “scaricare” I'assuit questione, la cui introduzione
risulterebbe allora temporanea; quattro delle Bos&gole consentono proprio tale
operazione,

— su ogni riga della dimostrazione, partendo daliégssia, noi scriveremo:

i. i numeri d’ordine di tutte le assunzioni da cuiahde I'argomento, a quel dato
passo;

ii. il numero d’ordine di quel dato passo;

iii. lafbf derivata (oppure assunta) a quel dato passo;
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iv. la regola (o I'assunzione) che noi abbiamo impiegaer raggiungere quelfaf
(aggiungendo, nel caso, i numeri d’ordine delldeiglle quali la regola é stata
applicata); ogni volta che introdurremo ubéin una dimostrazione, scriveremo |l
simbolo “A” accanto alla formula.

Gli esempi che seguono renderanno familiare questaenzione grafica.

Cio posto, passiamo ad elencare le regole, fornengh@r alcune di esse — un esempio di
applicazione.

l. E/[7 (eliminazione delle congiunzione):
da ogni congiunzione e consentito derivare uno sjaal dei congiunti

Per esempio:
1 (1) pOgq A
1 2 p E/1

Il. 1 (introduzione della congiunzione):
guando siano date due (o piiipf, € consentito derivare la loro congiunzione

Per esempio:
1 1) p A
2 (2) q A
1,2 (3) pOq /71,2

lll. E/Z7 (eliminazione della implicazione,modus ponendo pongns
guando siano dati un condizionale e il suo anten&gled consentito derivare il conseguente

Per esempio:
1 (1) pOgq A
2 (2) gOr A
3 3) p A
1,3 4) q E//1,3
1,2,3 (B) r E/[72,4

IV. 17 (introduzione dell'implicazione, prova condizionalg
se da una certdbf € possibilederivareun’altra fbf, allora € consentito concludere che la
primaimplicala seconda

V. 1 (introduzione della disgiunzione):
da ognifbf & consentito derivare la sua disgiunzione con adfna fbf.

Per esempio:
1 1) p A
1 (2) pOq 171

VI. E/[7 (eliminazione della disgiunzione):
e consentito derivare una certaf dalla disgiunzione di altrébf, purché quellafbf risulti
derivabile da ognuna dellf disgiunte, singolarmente presa

VII. 1= (introduzione della doppia implicazione):
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se da una certébf & possibile derivarne un’altra e da questa secoagmssibile derivare la
prima, allora & consentito concludere che le flfesi implicano reciprocamente

VIll. E= (eliminazione della doppia implicazione):
se duefbf si implicano reciprocamente, allora da ognuna ds& €& consentito derivare
laltra .

IX. EL (eliminazione della negazionedoppia negazione
dalla negazione della negazione di qualunéhfeg consentito derivare [iof stessa

X. 14 (introduzione della negazionereductio ad absurdujn
se dall'assunzione di una cerfaf segue una contraddizione, allora € consentito neda
fbf che I’ha generata

Per esempio:
1 (1) pOq A
2 (2) pOm A
3 @) p A
1.3 4) q E71,3
2,3 (5) [ E/72,3
1,2,3 6) qOm /74,5
1,2 (7) p /73,6

Si deve notare che la regadlgd introdotta alla riga (7), consente di “scaricat@assunzione 3,
la quale appariva sia nella riga (3) che nella (@ja(cioé nelle due righe alle quali é stata
applicata la regold/j. Infatti, 'emergere di una contraddizione renage@nifesto che una
almeno delle assunzioni e incompatibile con leealpper questo motivo, alla riga 7),
nell’elenco delle assunzioni (riportato a sinisttah compare piu I'assunzione 3.

Teoremi

Nel precedente capitolo, abbiamo gia anticipato chemeremo “teoremi” tutte le quelle
formule che risultino dimostrabili entro un sistefoemale, quando si assumano come premesse dli
assiomi. Giacché per costruire il calcolo propasiale noi non abbiamo presupposto alcun
assioma, potremo anche asserire mblesistema di “deduzione naturale” & un teoreméaidcolo
ogni fbf che risulti dimostrabile senza alcuna assunzjdaeendo uso di qualcuna delle 10 regole

di derivazione.

Per indicare che una ceft# &€ dimostrabile (oppure che essa € un teorema)jarmmintrodurre

un nuovo simbolo. D’ora in avanti, noi converreni@ d@ fatto di anteporre il simbolol*” a una
fbf segnali il fatto che quellif & dimostrabile laddove si assumano come premessefiehe sono
scritte a sinistra del simbolo. Per esempio, nsbodelmodus ponendo ponensoi potremmo

enunciare sinteticamente la regBl&in questo modo: pl g, g |- p.

Visto che nel sistema di “deduzione naturale” iré@oi sono dimostrabili senza alcuna
premessa, utilizzando lo stesso simbolo noi potramehe dire chen teorema si riconosce per |l
fatto che(nella formula che esprime la sua dimostrabikt&)nistra del simbolo =" non compare
alcuna premessa

Cio posto, passiamo ad esporre alcuni teoremi aleblo proposizionale, iniziando dalodus
tollendo tollens Abbiamo gia anticipato che in alcuni sistemi fathmuesto teorema e assunto
come una regolagquando siano dati un condizionale e la negazioriesde conseguente, € sempre
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consentito derivare la negazione dell’antecedeRtaemo vedere dapprima che da g e daq

e possibile derivaré]; successivamente, dimostreremo il teorema camidpnte.

In forma sintetica, potremmo scrivere:

Modus tollendo tollengegola): pd q, 0 - [p

1

2

3

1.3
12,3
1,2

(1) pOgq
(2)
@) p
4 q
(®) qO
6) b

Modus tollendo tollengeorema): |- ((p £ q) O g) 0 [p

1
1
3
1.3
1
1,3
1

(1) (pOqg)Om

(2) pOq

@ p

4) q

()

(6) qOm

(7) Op

8) (pOqgOyolp

EL/1,3
1[72,4
1[73,5

A

EL1

A
EL/2,3
EL1
74,5
1[73,6
71,7

Passiamo poi a dimostrare altri tre teoremi detatal proposizionale, i quali danno una veste
formale a tre “principi” logici, che la tradizioridosofica ha presentato a piu riprese come i @pinc
stessi della ragione. Si tratta, ovviamente, pehcipio di non contraddizionedel principio
d’identita e delprincipio del terzo escluso

Non contraddizione |- ((p O [p)

1 (1) pOp A
(2) OpOp) 01,1

Identita |- (p O p)
1 1 p A
(2 pOp 01,1

Terzo escluso |- (p O[p)

1 (1) OpDp) A
1 (2) DpOOp De Morgan 1
1 (3) pOp E/[72

(4) M(pOp) /71,3

(G) pOlp E[JA

Alla seconda riga dell’'ultima dimostrazione abbiantitizzato il cosiddettdeorema di De Morgan
che permette di trasformare le disgiunzioni in ¢ongioni (e viceversa). Lo enunciamo qui di
seguito, insieme ad altri teoremi fondamentali.
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De Morgan |- (p Oq) = OCp O0)

Commutazione della congiunziond— (p 0 q) = (q O p),

Commutazione della disgiunziongd— (p 0 qg) = (g O p).

Distribuzione della congiunzione rispetto alla disggione |- (pO(@On)=((pOq)d(pOr))
Distribuzione della disgiunzione rispetto alla camggione |~ (pO(qOr))=((pOqg)O(pOr))
Filone megarico |—(pOqg)=pO0)

Infine, un accenno va fatto ai due seguenti teqrelme mettono in luce due aspetti notevoli
dell'implicazione. Per motivi che saranno illustrpitu avanti, i teoremi in questione prendono |l
nome diparadossi dellimplicazione materiale

Primo paradosso dell'implicazione |- p O (g O p)

Secondo paradosso dell'implicaziond— Cp O (p O q)

A conclusione di questa sezione, ricapitoliamodmTa sintetica tutte le regole che abbiamo
introdotto nel nostro primo sistema formale.

EL eliminazione della congiunzione pOq |l-p (oppure: plqg I-q)

7 introduzione della congiunzione p,ql-pdq

EL/ eliminazione della implicazione pOq,plq

|7 introduzione della implicazione (pl-q) FpOq

EJ eliminazione della disgiunzione (plr,ql-r) - (Oq )

7 introduzione della disgiunzione p l-plq

E= eliminazione del bicondizionale p=q,pl-q (oppure: Eq, ql-p)

|= introduzione del bicondizionale (pl-q, qp) -p=q
= eliminazione della negazione b I-p
| 7 introduzione della negazione (pFgOm) b

Possiamo notare allora, esplicitamente, che:

— il teorema di Filone megarico consente di espriméraplicazione mediante altri
connettivi (la negazione e la congiunzione);

- il teorema di De Morgan consente di esprimere &gidnzione mediante altri connettivi
(la negazione e la congiunzione);

— la regola di eliminazione del bicondizionale coriseti esprimere quest’ultimo mediante
I'implicazione.

In definitiva, in luogo dei cinque connettivi chblbaamo utilizzato, ne avremmo potuto utilizzare
soltanto due (per esempio: la negazione e la comgine); si preferisce in genere utilizzarne
cinque, allo scopo di rendere piu semplici le folenaonsentendo una comprensione piu rapida del
loro contenuto logico.

Validita

Nel precedente capitolo, abbiamo detto chealalita di una dimostrazione consiste in questo:
per ogni interpretazione dei termini che renda vé&epremesse, dovra risultare vera anche la
conclusione Abbiamo anche detto che gissiomidi un sistema formale devono esskngtologici
(cioeveri per qualsiasi interpretazione dei loro termie che tali devono risultare anchte@remi.
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Se si adotta il sistema della “deduzione naturdldti gli assiomi vengono rimpiazzati da un
numero adeguato di regole; tutti i teoremi possesgere dimostrati grazie alle sole regole, senza
alcuna premessa. Occorre dunque specificare cogargla in questo caso per “validita”; infatti,
visto che in questo caso non c’é bisogno di alqueaessa, non avrebbe alcun senso parlare dei
valori di verita delle premesse. Noi estenderenttapo la nozione di “validita” agli stessi teoremi
(oltre che alle dimostrazioni) e diremo che neltrmsistema formale unfof e valida, se essa é
vera per qualsiasi interpretazione dei suoi termini

Applicando il metodo delle tavole della verita,d@no dunque vedere che alcuni teoremi del
calcolo proposizionale sonalidi, perché sono tautologie; forniamo in altri termaisoluzione di
alcuni degli esercizi proposti alla fine del preeetd capitolo. Ci occuperemo soltanto di alcuni dei
teoremi incontrati in questo capitolo, lasciandéetibre il controllo degli altri.

-(@Op)
p|p| pOp
viv] Vv
flf %

- (pODp)
P|Cpb|p0Op
v| f %
flv \%

F(Og=0m0m)

P|a pdq|Cp b OO | b OM) | (p Oa) = On)
VI iv| Vv f|f f % %
v ifl v flv f Vv Vv
flv| v v | f f % %
ff f V|V Vv f Y

F(Oa)=(q0p)

Pla|pOg|gOp|(Og)=(q0p)

V| v \ \ \Y
v|f f f Y
flv f f Y

ff f f Vv
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V. CALCOLO DEI PREDICATI

SOMMARIO
(o] oJoLTVA o] g1 o= 1Yo [o] £ o] o = PRSP 20
S 111 1] S 21
[qCTo [o] Lol o [ [T g 1VZ= VA (o] o [ SRR 23
RISUIALT NOTEVOI ... e et r e e e e e e e e e e e e s 23

Ci occuperemo ora dakalcolo dei predicati Si tratta di utilizzare un linguaggio formale in
grado di esprimeredppartenenza di certi enti a certe categoimltre, il linguaggio in questione
fa uso deguantificatori cui abbiamo gia avuto occasione di accennarsataindo capitolo.

Per capire grossolanamente di cosa si tratta (@udie sia la differenza rispetto al calcolo
proposizionale), supponiamo che N individui — datiahediante i simboliga, a;. ...., & — godano
tutti della proprieta F. Per il significato stessel quantificatore universaleél”, potremmo porre
allora:

FalOFalUOFagO..UOF & =0x Fx.

Insomma:una predicazione universale equivale alla congianeidi singoli enunciati predicativi
purché questi esprimano la medesima predicazioee,tytti gli individui presenti in un certo
dominio. Analogamente, nel caso in cui uno soldidedividui in guestione goda della propridta
potremmo porre:

FalFalFald..OOFag=IXFx.

Insomma:una predicazione esistenziale equivale alla disgimme di singoli enunciati predicativi
purché questi esprimano la medesima predicazioee,tytti gli individui presenti in un certo
dominio.

Ovviamente, il fatto che i quantificatori sianogrado di “vincolare” qualsiasi variabile (quale
che sia il suo dominio) rende possibile consideearehe il caso in cui il numero degli individui
oggetto della predicaziomeon sia limitatg per esempio, I'esistenza di numeri dispari, reehohio
dei numeri naturali, potrebbe essere espressafdatfmla: [x (Nx [0 Dx) (posto che il simbolo “N”
denoti la proprieta di essere un numero naturalesienbolo “D” la proprieta di essere un numero
dispari); in questo esempio, il dominio di defioize della variabile copre tutta la classe dei numer
naturali.

Proposizioni categoriche

Una predicazioneuniversale affermativadel tipo [Ix Fx) asserisce chaon esistealcun
individuo il quale sia esente da quel particolaiedrato; ma la formulalx [Fx asserisce proprio
la stessa cosa. Analogamente, una predicaasistenziale affermativ@el tipo[x Fx) equivale ad
asserire non tutti gli individui sono esenti da Igparticolare predicato (in formuldIIx [Fx).
Insomma, per il ruolo stesso che i quantificat@mimo nel linguaggio formale, valgono le seguenti
relazioni:
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Ox Fx = Ik Fx
(X Fx =[x [Fx
Ox [Fx = KX Fx
[k OFx = [Ix Fx

Tutto cid suggerisce che — rigoriuA solo quantificatore basterebbe per esprimerdungue tipo

di predicaziong ma, se si adottasse davvero un solo quantifieat@d andrebbe a scapito della
semplicita del linguaggio e della comodita di saré; per questo, noi continueremo ad utilizzare
entrambi i quantificatori.

Per la loro particolare struttura, le formule chsdiamo riprodotto qui sopra possono essere
rappresentate mediante uno schema molto espreshizme chiarisce le relazioni. Considerando le
predicazioni che stanno a sinistra del bicondizmnabbiamo infatti il cosiddettogqtiadrato delle
opposiziornit:

superalterne /% Fx contrarie /X [Fx | (non possono essere entrambe vere)

subalterne | /% Fx | subcontrarie | /% [Fx | (non possono essere entrambe false)

Le forme piu generali della predicazione erano rfotedalla logica antica. Dato che esse
esprimono I'appartenenza di certi enti a cedésgorie € rimasto 'uso di chiamarle ancora oggi
“proposizioni categoricieVediamo di cosa si tratta.

Notiamo innanzi tutto che le proposizioni categoeicono quattro. Infatti, dato chen ognuno
dei due quantificatori € possibile esprimere unadicazione sia positiva che negativale
combinazioni possibili sono:

universali affermative: «tutti gli S sono P» [x (Sx [ Px)
particolari affermative: «qualche S e P» [k (SxOPx)
universali negative:  «nessun S é P» Ox (Sx O [Px)
particolari negative:  «qualche S non & P»x (Sx O [Px)

om-—>»

All'estrema sinistra, abbiamo riportato le quattedtere maiuscole che nella tradizione antica
identificavano i diversi tipi di giudizio categoar come si puo notare, si tratta delle prime due
vocali che compaiono nelle paraéfirmo e nego(le quali distinguono, appunto, le affermazioni
dalle negazioni).

Sillogismi

Nella logica antica, la forma canonica delle argotagioni era quella ddalillogisma si tratta di
una forma di ragionamento che venne introdotta dst@tele negliAnalitici Primi e che costituisce
senza dubbio la parte piu caratteristica e rilevaetla logica classica.

by

Si parla disillogismo quando si € in presenza di un argomento deduttostituito dadue
premesse dauna conclusioneSi parla di Blogismo categorialese lepremesse laconclusione
del sillogismo son@roposizioni categorichde quali contengono soltantiee terminj ciascuno dei
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guali ricorre in due delle proposizioni. Si pamdine disillogismo categoriale in forma normase
le premesse e la conclusione sono tutte proposizadegoriche (nelle forme normali E, | oppure
0), disposte in un ordine definito.

Quanto aterminidi un sillogismo categoriale, valgono i segueitil®li e le seguenti definizioni:

- P terminemaggiore predicatodella conclusione
- S termineminore soggettadella conclusione
- M terminemedia termine che compaitia entrambe le premesse

Infine, giacché il termine medio di un sillogismadpcomparire sia comeoggettoche comepredicatq sia nella
prima che nellasecondgremessa, si hanmuattro diverse possibilitéle cosiddettefigure” del sillogismo):

soggetto predicato

premessa maggiore
premessa minore
premessa maggiore
premessa minore
premessa maggior
premessa minore
premessa maggior
premessa minore

prima figura

seconda figura

D

terza figura

D

nZln oSO

SO on<

quarta figura

Se per esempio volessimo costruire un sillogisnita dgiarta figura costituito da unaniversale affermativé?), da
unauniversale negativéE) e da un’altrainiversale negativée), avremmo:

A «tutti i gatti sonofelini» premessa maggiore
E «nessurelino & uncetace® premessa minore
E «nessumattoe uncetaceo» conclusione

Tradizionalmente, ci si riferisce a sillogismi diegto genere con la sigla “AEE-4", la quale segitdi#dto che si tratta
appunto di un sillogismo della quarta figura, cosipada una premessa di tipo A, da un’altra preandstpo E, da
una conclusione di tipo E.

Combinando le varie forme di proposizioni cateduoeice le varie figure, & possibile costruire un nume

abbastanza alto di sillogismi; ma non tutti cofitono argomentazioni valide; anzi, il numero si#ogismi validi &
abbastanza ristretto. Giacché un sillogismo é catapda undernadi proposizioni categoriche ed ognuna di que
pud averequattro possibili forme (A, E, | oppure O), il numero titadelle combinazioni possibili (le possib
combinazioni di quattro elementi a tre a tre) teswdssere pari a 64. Inoltre, per ognuna di queste il termine
medio pud essere messo in una dgllattro figure. In totale, le forme del sillogismo cateigorrisultano dunque pal
a 64x4, cioé a 256. Si pud pero dimostrare che soltami@ parte molto ristretta di queste terne costituisna
argomentazione valida; per 'esattezza, il numego sillogismi validi & pari a 15. Per ricordare hjufassero, gli
antichi logici avevano escogitato una lista di parte cui vocali indicano I'ordine delle proposini categoriali che
formano i sillogismi in questione:

1) AAA-1 Barbara 5) AEE-2Camestres 9) All-3 Datisi 13) AEE-4Camenes
2) EAE-1Celarent 6) EAE-2Cesare 10) 1AI-3 Disamis 14) 1Al-4 Dimaris

3) All-1 Darii 7) AOO-2Baroco 11) EIO-3Ferison 15) ElIO-4Fresison
4) EIO-1Ferio 8) EIO-2Festino 12) OAO-3Bocardo

Possiamo considerare, ad esempio, i seguenti argome

All-1  Tutti gli M sono P EIO-3 NessurM é P
Qualche S M QualcheM é S
Qualche SeP Qualche Snone P

EAE-2 Nessun P #& EIO-4 Nessun P &

Tutti gli S sonoM QualcheM ¢ S
Nessun S e P Qualche Snone P
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Reqole di derivazione

Le regole di derivazione per il calcolo dei pretligaossono essere introdotte in perfetta
analogia a quanto gia abbiamo fatto per il calc@gli enunciati. Visto che i simboli impropri che
dobbiamo considerare (in aggiunta ai soliti conwigtsono soltanto due (il quantificatore e il
guantificatorel), dovremo aggiungere alteiattro regde (di eliminazionee diintroduzione per
ognuno dei due quantificatori). Passiamo dunquelewicarle, fornendo — per un paio di esse — un
esempio di applicazione.

Xl. EL (eliminazione del quantificatore universale):

da una predicazione universale €& consentito deevamna qualunque delle sue
esemplificazioni

Per esempio:
1 (1) Ox (Fx0O Gx) A
2 (2) Fa A
1 (3) FalGa Ef1
1,2 4) Ga E/71,2

Xll. 147 (introduzione del quantificatore universale):
da una formula che esprime una predicazione peindividuo arbitrario (appartenente a un
certo dominio) e consentito derivare la predicagonniversale per tutti gli individui
appartenenti al dominio; l'arbitrarieta dell'indiduo in questione deve essere garantita dal
fatto che il termine che lo designa non deve coimpaelle premesse della dimostrazione.

XN, 1 (introduzione del quantificatore esistenziale):
se un individuo particolare gode di una certa priepd, € consentito concludere che esiste
almeno un individuo che gode di quella proprieta

Per esempio:
1 (1) Ox Fx A
1 (2) Fa E71
1 (3) [xFx |72

XIV. EZ (eliminazione del quantificatore esistenziale):
se da una esemplificazionarbitraria di una certa predicazione esistenziale € possibile
concludere qualcosa, allora €& consentito derivareesja stessa conclusione dalla
predicazione esistenziale in questione; anche inestu caso, [larbitrarieta
dell’esemplificazione deve essere garantita dabfahe il termine che la designa non deve
comparire nelle premesse della dimostrazione

Risultati notevoli

Applicando le quattro regole che abbiamo introdoitocalcolo dei predicati puo essere
sviluppato in modo analogo al calcolo proposizienal

Senza sviluppare le dimostrazioni, riportiamo gusebuito alcuni risultati notevoli, che hanno
una chiara corrispondenza con i teoremi analoghtaleolo proposizionale.

Non contraddizione I- Ox O(Fx O CFx)
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Identit& I- Ox (Fx O Fx)

Terzo escluso I- Ox (Fx O CFx)

Distribuzione dell’'universale I- Ox (Fx 0 Gx) = Ox Fx O Ox Gx
Distribuzione dell'esistenziale I- Ok (Fx 0 Gx) = [k Fx O X Gx
Filone megarico I- Ox (Fx O Gx) = (X (Fx O OGx)

Primo paradosso dell'implicazione |- Ox Fx O0Ox (Gx O Fx)

Secondo paradosso dell'implicazionle Ox CFx O0x (Fx O Gx)
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V. CALCOLO MODALE
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Sistemi assiomatizzati

Nell'introdurre il calcolo degli enunciati, noi ailano adottato il metodo delldeduzione
naturalg il quale é costituito da0 regole di derivazione danessun assiommiziale. Possiamo
anche aggiungere (senza poterlo qui dimostrare)ilchetodo di derivazione da noi adottato e
completo giacché consente di dimostrdtdte le tautologie (deggi logichg che sussistono nel
linguaggio formale (si noti -en passant che il numero delle tautologie € infinito, pe¥ch per
esempio — da ognuna di esse se ne puo otteneréraynfi un’altra ancora, poi un’altra ancora,
eccetera, iterando ogni volta la regbla

Abbiamo inoltre affermato che gli stessi teoremi dalcolo degli enunciati possono essere
dimostrati seguendo approcci alternativi, i quailizzino per esempio altre regole di derivazione,
oppure ne modifichino il numero, introducendo gbelcassioma iniziale. Per esempio, nei
Principia Mathematica(1910), Whitehead e Russell avevano proposto utenses di calcolo
costituito da quattro assiomi e da due regole dvdeione.

Assiomi:
Al F@EOp)Up
A2 FaqO(pOaq)
A3 = (POa)0 (@0p)
A4 F@OnNO(PeLa)D (o)
Regole:
R1 sostituzione seda € un termine categorematico presente in un cexcetea e Si

sostituisce ogni occorrenza di con una qualunque formula ben
formata ( fbf), si ottiene ancora un teorema
R2 separazione (MPP) sea e(a O B) sono teoremi, allora anchge un teorema

Paradossi dell'implicazione

Nelle condizioni sopra ricordate, noi abbiamo ditret® che sondeoremidel calcolo le
seguentibf, “paradossi dell'implicazione”:

O (pDq) =pO(qOp)
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Qualora siano interpretati nel linguaggio ordinampiesti due teoremi conducono a espressioni
alquanto contro-intuitive. Per esempio, il primorema potrebbe essere interpretato come: «non si
da il caso che Napoleone fosse cinese implica stn&apoleone fosse stato cinese, allora la Luna
sarebbe stata un carciofo». Malgrado il linguaggidinario preveda questi “modi di dire”, un
aspetto paradossale del teorema risiede nel fdteo ilc secondo condizionale asserisce una
implicazionetra duefbf che sono del tuttorelate dal punto di vista concettuale, perché riguardano
la prima una proprieta di Napoleone e la seconda pnoprieta della Luna. Uno degli aspetti
paradossali sta insomma nel fatto che — propriausa della definizione che i logici adottano per il
connettivo “implicazione materiale” — urf@f falsa implica (non soldbf che possono essere
indifferentementevere o false ma anchejbf le quali riguardandatti che non hanno nulla a che
vederecon l'antecedente dell'implicazione. Il secondorézna potrebbe essere invece interpretato
cosli: «si da il caso che Napoleone fosse franaapéica che se la Luna fosse un carciofo allora
Napoleone sarebbe francese». In questo caso, ttag@radossale del teorema risiede nel fatto che
— sempre a causa della definizione che i logicolymmno per il connettivo implicazione — ufiz
vera pud essere sempre intesa come conseguente kidbf le quali (oltre a poter essefasg
riguardandatti che non hanno nulla a che vedem il conseguente dell'implicazione.

Quando si passa al calcolo dei predicati, la situez non muta. Infatti, introducendo i
guantificatori (e le relative regole di introduzeoe di eliminazione) abbiamo detto che e possibile
dimostrare le seguentibf (“paradossi dellimplicazione formale”), le quatiostituiscono |l
corrispettivo di quanto si puo ottenere nel cala#gli enunciati:

|- Ox OFx O0x (Fx O Gx) |- Ox Fx O0Ox (Gx O Fx).

In definitiva, i “paradossi dell'implicazione” seatscono dal fatto che nella logica ordinaria il
connettivo 0" non esprime alcun tipo derenza concettuala cio che I'antecedente descrive e
cio che e descritto invece dal conseguente; I'iogziione materiale prescrive soltanto che — ove
'antecedente sia vero — il conseguente sia vem; qnando I'antecedente é falso, I'implicazione
nulla prescrive circa il conseguente, né sotto ribfip strettamente logico né sotto quello
concettuale. E dal tentativo di rendere pill stingel concetto di “implicazione” che ha tratto
spunto — nel XX secolo — lo studio delle logichedalo

Tipi di modalita

Si possono costruire varie tipi di logiche modalirelazione ai connettivi utilizzati.

Modalita Connettivi
aletiche “@ necessario che ....”; “é possibile ché
epistemiche “@ noto che ...."”; “é opinabile ché ...
deontiche “@ obbligatorio che ....”; “e permesse ch”
temporali “si da sempre che ....”; “si da talvaitee ...."
etiche “@ bene che ....”; “@ male che ...."

Le modalita delle quali ci occuperemo prima didwtono quelle di tipo “aletico”, le quali hanno a
che fare con la “necessita” o con la “possibilitde si dia qualche cosa.

Il concetto di “possibilita” era gia stato discusda Aristotele, neglAnalitici primi: secondo
Aristotele, il “possibile” ecio che non e necessariamente vero né necessariarfaéso Secondo
Teofrasto, allievo dello stesso Aristotele, il “pisle” dovrebbe invece essere inteso canteche
non € necessariamente fglson questo caso (in dissenso con la tesi di Arest), anchecio che e
necessariamente vedpvrebbe essere considerato come «possibilebadi@a contemporanea ha
accettato I'impostazione di Teofrasto.
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Secondo la logica antica e medievalemibduspoteva essere inteso in vari accezioni. L'enunciatio che €&
bianco potrebbe essere nero» & suscettibile iufiadtie diverse interpretazioni:

1. la possibilita riguarda ¢nunciatonel suo complesso, cioe il fatto che qualcosa pa@sgere nella stessa

occasione una certa proprieta (essere bianco)peofarieta opposta (essere nero); in questo casayiciato
modale affermerebbe la possibilita che si dia coatraddizionee sarebbe dunqualsg modalita di questd
genere, che riguardano gli enti del linguaggio (igs@no gli enunciati), venivano indicate anticateenome
modalitade dictq

2. la possibilita riguarda unggettoche occorre nell'enunciato, cioe il fatto che goah possa avere una certa

proprieta (essere bianco) in una data occasiongaeproprieta diversa (essere nero) in un’altra sioce; in
questo caso, I'enunciato modale affermerebbe laipitiga che gli attributi di qualche ente possaambiare €
sarebbe dunque vero; modalita di questo genererighardano gli enti del mondo (quali sono gli otjge le
loro proprieta), venivano indicate anticamente conoelalitade re

In sintesi: una modalitale dicto (quale: «& necessario che Socrate sia razionaasgtterizza modalmente ¢
enunciatj una modalitdde re (quale: «Socrate € necessariamente razionalesjtexd@za modalmente lgroprieta
delle cose

Ora, giacché la logica dovrebbe occuparsi esclosvde delle caratteristiche formali delguaggio (e non
dovrebbe mai invadere il dominio dell’'ontologiap&iquello delle proprieta delleosg, interpretare gli enuncia
modali come se essi esprimessero moddétaedovrebbe essere in linea di massima evitato fgegueste modalit3,

come abbiamo detto, sembrano alludere al fatto agrée caratteristiche del mondsiano “necessarie”, oppure

“possibili”). Tuttavia, le operazioni formali preste nel calcolo modale non consentono di manteeeste
distinzioni cosi sottili. Infatti, come ricorderenatla fine di questa breve rassegna, nella logicdate dei predicat
risulterebbe alquanto difficile scartare tutte ¢piédrmule che sembrano alludere a un impegnagdi dintologico (pef
il fatto che, in esse, I'operatore modale ricadiosib campo di applicazione di un quantificatoceme nell’esempid
delle modalitéssensu divispche abbiamo presentato qui sopra). Sono di quipstocome abbiamo notato, tutte quel
formule che sono suscettibili della seguente imttgzione: esse affermano che certe caratteristiebk oggetti di cui
si sta parlando sono “necessarie”, oppure “possibdme se la logica avesse il potere di formalizzimodisecondo
i quali occorrono le proprieta dell'universo deldpisi sta parlando.

Questi richiami alla cautela, nell’'uso dei connetthodali, potrebbe sembrare forse eccessivo: pbaesembrare
il frutto di un puntiglio esagerato, circa I'oggett il campo di applicazione della logica pura.

C’é pero un fatto ulteriore, che va qui segnalatoalcuni dei sistemi di logica modale di cui paglo,dalla

possibile esistenza di qualcosa che abbia una cguta proprietasi puo inferirel’'esistenza di qualcosa che abbjia
possibilmente quella propriet®er dirla in termini simbolici, in alcuni sistemiodali € lecito trarre formule di questo

e

tipo: Ok Fx O X OFx. Non c’é chi non veda qualcosa di estremamente bizzan teoremi del genere: emerge|in
qualche modo l'idea che la logica possa arrogardiritto di stabilire cid che esisteuna volta ammesso che sia

possibile che esista qualcosa.

Come diremo, € sulla base di considerazioni ditguigso che alcuni autori hanno guardato con utocsospetto
la logica modale e le sue eventuali applicaziona $il deve anche ricordare che lo stesso Russalin isaggio de

1914 Mysticism and Logicaveva avanzato serie perplessita, circa il f@twla logica potesse ammettere nel suo seno

concetti e simboli esprimenti possibilita: «Unagosizione € semplicemente vera o falsa, e qui terra faccenda;
non puo sorgere questione di “circostanza’». Instpueuadro, il concetto di “tautologia” gia riassara per Russell
quello di “verita necessaria”; il concetto di “pwgizione contingentemente vera” riassumeva quellgverita
possibile”. Una posizione cosi rigida e negativacomfronti dei concetti modali — qualora avessevptso — avrebb
pero impedito definitivamente di esprimere nel liaggio formale moltissimi enunciati correnti dehdguaggio
ordinario (come “e possibile che piova”) e anchdtnemunciati di tipo scientifico (come quelli letja considerazion
di tipo statistico o probabilistico).

D

Prima di procedere oltre, € bene chiarire che &céssita” e la “possibilita’ delle quali n
intendiamo parlare (ammesso che ci si riesca) smotusivamente quelle di tidogico e non
guelle di tipofisico. Per chiarire la differenza, si pud fare un esem@onsideriamo i du
enunciati:

a) «e impossibile che un corpo viaggi a una veloaigesiore a quella della luce»;
b) «é impossibile che la luce viaggi a una velocitgesiore a quella della luce».

Com’e abbastanza evidente, il primo enunciatoferisice a urprincipio d’ordine fisicq il quale e

Oi

e

alla base della teoria della relativita speciateppsta da Einstein nel 1905. In generale (fatizasa
'eventualita che qualcuno non riesca invece a maost— con un approccio diverso — che il
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principio in questione € in realta il risultato @dnsiderazioni piu universali, d’ordine logico), il
fatto che questa teoria abbia un caratterepirico (sia cioe suscettibile di conferma e di
falsificazione) € una opinione consolidata, corgfivdalla comunita degli specialisti. Dunque,
guesto tipo di “necessita” (che non riguarda laarferma delle espressioni) non puo riguardare la
logica. Al contrario, grazie alla sua stessa sitrattformale, il secondo enunciato & legato al
principio logico dell'identita, o a quello di non contraddizionesse descrive qualcosa che non
potrebbe mancare di essere vero, indipendenterdanteme stanno le cose. In contenuto empirico
dell’enunciato é nullo; in definitiva, esso esprisatanto una tautologia. Questo tipo di “necessita
e cio di cui dovrebbe propriamente occuparsi lackengndipendentemente da quello che accade nel
mondo attuale.

Implicazione stretta

Abbiamo precedentemente ricordato chmplicazione per come essa e stata concepita dalla
logica contemporanea, esprime qualcosa di profoedtan diverso rispetto all’idea di una
connessione concettual®vvero di unainerenza semanticaovvero di uncollegamento di
significato tra i terminj che sembra invece del tutto immediata e intuitjuando — nel linguaggio
ordinario — noi diciamo che qualcosa “implica” qule altra cosa. In una “implicazione” tra asserti,
si vorrebbe infatti che il “contenuto” del consegte fosse “determinato” da quello
dell'antecedente. All'inizio di queste riflessiosulle modalita abbiamo invece ricordato che la
definizione stessa del connettivd™e all’origine di alcuni risultati “paradossalil’,quali mostrano
in modo esplicito che enunciati falsi possono “iicgnle” enunciati veri (0 viceversa), senza che
'antecedente dell'implicazione condivida alcun amto concettuale con il conseguente.

E proprio a partire da questo genere di considenazhe prese le mosse intorno al 1912 C.1.
Lewis, fondatore della logica modale contemporanea.

Nel tentativo di rafforzare il concetto logico diviplicazione” (rendendolo piu vicino all'accezionedinaria del
termine”, Lewis introdusse il concetto di “implicame stretta” (o “implicitazione”) che (per esigenz’ordine grafico)
indicheremo d’ora in avanti col simbole=". Nelle intenzioni di Lewis, questo simbolo avrebtiovuto segnalare al
logico tutti i casi in cui l'implicazione tra duenenciati avesse il carattere deltecessitain termini formali,
utilizzando il connettivo di necessita Lewis ponevano(p 0 q) = p = q. Un altro modo di interpretare lo stesso
enunciato € il seguente: «@possibileche si dia contemporaneamente pbe; dunque, esprimendo la stessa frase

mediante il connettivo di possibilita, avrenid(p 0 [y) = p= Q.

Nelle concezione di Lewis, affermare che I'implita® tra due enunciaéi necessariaignifica affermare che il
conseguenteé derivabiledall’antecente; dire che «gdéducibileda p» (quando p implichi ), significa dire ch&lg
una “verita necessaria”. In questo senso, affernmrénecessita” di una certa formula significherebdffermare
gualcosa circa il calcolo stesso (cioé: circatiidfa@he qualcosa sia “deducibile” da qualche altrsa); piu che essere
un segnalel calcolo, il connettivo di necessita assume alleraesti di un segno che esprime qualcadaalcolo; piu
che essere un termine della logicankcessitaprende le vesti di una proprieta meta-logica. dgida modale s
caratterizzerebbe come una sorta di meta-logica.

La logica modale contemporanea non ha conservatarittere che i fondatori cercavano di attribuifletti i
connettivi sono termini del calcolo, soggetti agise regole di formazione e di derivazione. |l ceftino di necessita
(cosi come quello di possibilita) € un simbolo cbhesente di formare enunciati a partire da altuinefati. Rispetto a
termini sincategorematici del calcolo degli enutidia di quello dei predicati) c'@ perd un aspette va sottolineato: |i
connettivi modali non sono vero-funzionali, per¢hd esempio) da fatto che p sieranon segue che, in ogni caso} p
sia necessariamente verén altri termini, dal valore di verita di p nonp®ssibile inferire il valore di verita dip
(mentre, se p & falsa, segue che p non & necessaéal fatto chelp e falsa).

Tutto cid suggerisce che il problema dell'interp@dne semantica degli enunciati modali sia alquantnplesso
cosa che non possiamo qui sviluppare in manierguade. Bastera ricordare che — secondo un’'impastazormai
accettata, proposta da S. Kripke negli anni ‘60sdéelolo scorso — si suole dire che una proposizamecessariase
essa &era in ogni mondo possibjlenentre una proposizionep@ssibilese ess& vera in almeno un mondo possibile
Qui, per “mondo possibile” si deve intendere undasdi replica logica dell’'universo del discorsella quale una ¢
piu caratteristiche risultano modificate, rispedibuniverso del discorso attuale. Resta il prokdedi stabilire quali
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caratteristiche dell'universo del discorso possassere effettivamente variate e quale sia l'effettsignificato
filosofico di questi “mondi” cosi alterati. Ne parémo piu avanti.

Sistemi modali

Nel costruire il calcolo degli enunciati e quellei gredicati noi abbiamo seguito il metodo della
deduzione naturaleper ognuno degli operatori introdotti (connettavi quantificatori) abbiamo
definito due regole di derivazione: &iminazionee laintroduzionedell’operatore. All'inizio di
guesti appunti sulle modalita, abbiamo pero rictrddne e possibile raggiungere gli stessi risultati
utilizzando altri metodi: si puo ridurre il numedelle regole di derivazione, introducendo un certo
numero diassiomi Si tratta ora di vedere qual e il metodo piu déape piu conveniente, per
costruire i sistemi modali.

Possiamo notare in primo luogo che, se un certo@ato enecessaripe ragionevole assumere
che quanto afferma quell’enunciabdia. Inoltre, posto chei dia cido che un enunciato sostiene,
ragionevole assumere che quell’enunciato sia -eseafiro —possibile In formule, in tutti i sistemi
modali, noi dovremmo allora trovare:

- opOp e necessario cheipplicap

- pO0p p implicache p & possibile
Analizzando la forma di queste due tesi, possiarotare che nel primo caso il passaggio
dall'antecedente al conseguente compordiniinazionedel connettivo di necessita, mentre nel
secondo caso (per passare dall’antecedente al gimrdge) abbiamantrodotto il connettivo di
possibilita. Allora, le tesi suddette potrebbersegs introdotte come le due primegyoledel nostro
calcolo: la regol&o e, rispettivamente, la regala

Adottare il metodo della “deduzione naturale”, anctkel caso del calcolo modale, &€ senz’altro
possibile, ma e un po’ laborioso. Infatti, menteeregoleEc e 10 — che abbiamo qui sopra
introdotto — sono semplici e del tutto intuitive, &ltre due regoleldi e E¢) sono tutt'altro che
semplici e sono anzi soggeteuna serie alquanto complessa di condizioni. #epstruzione del
calcolo, conviene allora seguire il metodo delliasstizzazione, cioe il metodo introdotto per il
calcolo degli enunciati da Whitehead e Russeljuale abbiamo qui sopra accennato.

Notiamo intanto in forma esplicita che — per ilrsfggato stesso che dei connettivi introdotti —
in tutti i sistemi modali devono valere le segueakazioni:

op = [OLp; Op = Lblp; p=0q=o(pUaq)=D(p0Hm),
esse ci dicono come sono legati tra loro i corwiattiodali e ci indicano che, per la costruzione del

calcolo, basterebbe introdurne uno solo. L'intradoe di tre connettivi, in luogo di uno, ha il solo
scopo di rendere piu compatto il formalismo.

Assumendo inoltre che la nozione logica wécessitarispecchi in qualche modo le
caratteristiche che sono proprie dellanaloga nozimtuitiva, ci aspettiamo che in ogni sistema
modale valgano i seguenti criteri:

— ogni formula che esprime un teorema, oltre ad essesra (tautologica) € anche
necessaria
— tutto cid che segue necessariamente da cio cheassario € anch’esso necessario.

Concentriamo I'attenzione sul secondo di questeriEsso dice in sostanza che:
la necessita di punita al fatto ch@ implica necessariamente q

comporta
la necessita di g
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Esprimendo tutto cio nel formalismo modale, ci @s@@®o dunque che in ogni sistema valga la tesi:

= (op Oo(p O q) O og.
Si puo pero dimostrare che la formula suddettavadgiiesattamente alla formula:

= o(eO0qg)0(@p0og),

la quale puo dunque essere assunta come uno deigliva caratteristici di tutti i sistemi modali.

Cio posto, passiamo a descrivere i principali sisteNe descriveremo qui di seguito tre,
disposti secondo un ordine fiirza crescente (un sistema modale A viene detto pitteéfali un
sistema modale B se tutti i teoremi di B s@mzheteoremi di A, ma alcuni teoremi di Aon sono
teoremi di B). Diamo ovviamente per scontato che tpéi e tre i sistemi modali siano stati
preventivamente introdotti i simboli e le regoldalimazione, in modo analogo a quanto accade nei
sistemi non modali. Giacché abbiamo gia presemeatoia intuitiva i connettivi modali, possiamo
limitarci ad aggiungere che elencare esplicitamémteegole di formazione non comporta alcun
rilevante problema.

SISTEMA T

Il sistema modale piu debole e il cosiddaistema T il quale é caratterizzato dei assiomi
e datre regole

| primi quattro assiomi e le prime due regole satentici a quelli introdotti da Whitehead e
Russell nePrincipia Mathematica(cioe quelli indicati con le sigle A1-A4 e R1-R&l paragrafo
iniziale di questo capitolo). In breve, possiamaohandire che il sistema T incorpora tutti i teoremi
del calcolo degli enunciati, cioé tutte le formuigutologiche che possono essere costruite
combinando gli enunciati mediante i connettivi.

Gli ulteriori due assiomi, rispetto a quelli derincipia Mathematicasono:
A5 FopOp

A6 =o(p0a9) 0 (op O oq).

L’ulteriore regola, rispetto a quella deiincipia Mathematicae invece:
R3 necessitazione sea € un teorema, anchen e un teorema.

Come abbiamo gia notato nel precedente paragragsidma A6 esprime l'idea secondo la quale
tutto cid che segue necessariamente da cio checéssario € anch’esso necessatiovece, la
regola R3 esprime l'idea secondo la quadmi formula che esprime un teorema, oltre al fatto
essere vera (tautologica) € anche necess&idratta, come abbiamo gia detto, di due retjuibe
sembrano del tutto naturali, se si vuol dare un@ressione formale alla nozione intuitiva di
necessita.

La formula pO Op (la quale esprime il principio intuitivo secondiguale, se qualcosa si da,
allora quello stesso qualcosa € anche possibille)costituisce un assioma del sistema T, ma puo
essere derivato come teporema

La formula pO op non e dimostrabile nel sistema T e in nessun alsi@ma modale. Anzi,
gualora essa venga assunta come assioma, il siStéomdlasserebbe” nel calcolo degli enunciati;
infatti, da pl op e dall'assioma A5 si avrebbe subito cipe= p, cosa che priverebbe d’ogni ruolo
effettivo tutti gli operatori modali. Insieme a “Epllasserebbero” anche gli altri sistemi.
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SISTEMI S4,S55

Un sistema modale piu forte di T e il cosiddetistema S4che puo essere costruito a partire
dallo stesso sistema T, aggiungendo I'assioma:

AT I- op O oop.

Il significato dell’assioma A7 e alquanto contras@i(e, per alcuni versi, anche oscuro). Esso
afferma in sostanza cheg una proposizione €& necessaria, allora anche rtgpgsizione che
esprime questa necessita € a sua volta una vestssaria Resta il dubbio seguente: cosa
intendiamo dire, esattamente, quando affermiamo whe certa formula e “necessariamente
necessaria’? Cosa vogliamo mai dire, esattament@dpiteriamo una modalitaasserendo la
“necessita d’'una necessita”? E perché non potremilfoca costruire sistemi modali sempre piu
“forti”, ammettendo la “necessita della necessiglladnecessita della necessita ....”? Quale senso

potrebbe avere questa iterazione?

Considerazioni analoghe si possono svolgere @istéma S5Esso assorbe tutto il contenuto
formale del sistema S4, aggiungendo a quest’ultiassioma:

A8 op O o 0p.

L'assioma A8 afferma in sostanza cls® una proposizione € vera in qualche mondo
possibile, allora e necessario che essa sia veguaiche mondo possibile

In estrema sintesi, gli enunciati A7 e A8 affermai®,se una proposizione possiede una
certa caratteristica modale, allora essa la possie@cessariamente

Modalita ed esistenza

Come abbiamo accennato in un precedente paragratdei motivi che avevano spinto
Lewis a sviluppare il calcolo modale era l'esiseerdei “paradossi dell'implicazione”: formule
contro-intuitive, che allontanano la nozione logittdimplicazione” da quella ordinaria, in uso nel
linguaggio comune. Per comodita, riproduciamo quiedjuito i “paradossi” in questione.

Nel calcolo degli enunciati abbiamo:

-CpbO(pOq) FpO(@O p).
Nel calcolo modale senza quantificazione si posslimostrare invece i seguenti teoremi:
- OpOo(O0q) - op Oo(q O p).

Come ognuno vede, la speranza di eliminare i pasditraverso l'introduzione degli operatori
modali & destituita di fondamento; infatfia una proposizione impossibile (necessariamersa)fa
e possibile concludere che essa implica necessarnigargualunque proposizigndaltra parteuna
proposizione necessariamente vera e implicata sacesnente da qualunque altra proposizione

Abbiamo anche accennato al fatto che é possibitesitare gli operatori modali entro il
calcolo dei predicati, per ottenere calcolo modale quantificatdGli ingredienti di questo calcolo
sono gia presenti nei precedenti paragrafi. Pempie gli assiomi modali di usistema T con
guantificazionesaranno:

A5 -oaOa
AG oo OB) O (oo O op),
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con la sola avvertenza che e S possono essere in questo caso intere formule debloadei
predicati (oltre che meri enunciati).

Come abbiamo in precedenza notato, I'unica veriicdifa del calcolo modale quantificato
sta nella sua interpretazione: in particolare,ifdcdlta nasce dal fatto che — in tutti quei sisie
modali in cuil’esistenza di una necessip@0 essere trasformata netiecessita d’'una esistenzal
significato del formalismo sembra invadere il candeti’ontologia.

Per rendere il discorso un po’ meno generico, degna che nel sistema S5 con
guantificazione e possibile dimostrare la cosiddiettmula di Barcanla quale puo essere espressa
in vari modi; per esempio:

a) |- DOxoFxOobOx Fx,

b) = 0lx FxO Ok OFX.

Formule di questo tipo non sono ottenibili neiexist T e S4, ma sono dimostrabili nel sistema S5.
Le obiezioni piu ovvie da rivolgere alle formuledonestione possono essere espresse cosi:

a) dal fatto chetutto cio che esiste abbia necessariamanta certa proprieta non segue
(dal punto di vista intuitivo) cheia necessariache tutto cido che esiste abbia proprio
quella proprieta;

b) dal fatto chesia possibile I'esistenzdi qualcosa che abbia una certa proprieta, non
segue (dal punto di vista intuitivo) chesistaqualcosa che possa godere di quella
proprieta.

Obiezioni di questo genere si basano sull'idear@ie'mondi possibili” potrebbero anche esserci @ntiicati con la
variabilex) i quali:

i) non esistonmel mondo attuale,
oppure:

i) hanno proprieta diversda quelle che gli stessi enti hanno nel mondo lettua
Pero, se si adotta qualche regola semantica attapadre che:

i) la classedegli enti consideratiia la stessain ogni “mondo possibile”,
e che:

i) ogni ente considerato abhiaei diversi mondi possibilie stesse proprietghe quello stesso ente possiede
nel mondo attuale,

allora le obiezioni che abbiamo espresso nei cotifoelle formule a) e b) non tengono piu.

Molti litri d’'inchiostro sono stati consumati daidsofi della logica contemporanea, per fissardchecondizione
d’identificazionedei vari enti, nei diversi mondi possibili. Le spioni proposte non sono unanimemente condiyise.
Cio conforta I'impressione che abbiamo espressmialb di queste riflessioni, circa il fatto ch&@aspetto semantico
delle modalita € — ancora oggi — tutt'altro cheachi

Come abbiamo notato, i problemi principali chensiontrano nell’interpretazione delle modalita rutger certi
aspetti intorno al rapporto tra la logica e l'ooigib. Valga allora, a conclusione di queste notgntp ebbe ad
affermare alcuni anni fa B. Van Fraassen: «Per tguplausibile appaia la cosa all'inizio, la stradi@rata che le
ontologie dei mondi possibili promettono alla fitddist non porta in alcun luogo»
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VI. LALOGICA DEL TEMPO
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Rappresentare le successioni di fatti

Riferendoci al tempo, noi usiamo spesso la metafetédflusso”. Riflettendo con piu attenzione
sulle rappresentazioni dei fatti, due forme speledi vengono pero in risalto. Da una parte, la
rappresentazione dei fatti puo essere esposta&sémie, come fosse un racconto, una cronaca, una
narrazione sincronizzata esattamente sui fatti;questo caso, lo svolgersi temporale della
narrazione segue esattamente lo svolgimento tehepdea fatti. D’altra parte, la rappresentazione
puo limitarsi ad enunciare le relazioni temporaf i fatti, mettendoli in ordine, secondo la
successione del prima, del simultaneo e del pogaalcun accenno al presente.

Giusto un secolo fa, nel 1908, il filosofo inglek#hn Ellis McTaggart aveva introdotto I'idea
che non solo le rappresentazioni dei processi ke dakccessioni di eventi, ma le stesse «posizioni
nel tempo, per come il tempo ci appare prima fag@essono essere rappresentate in due modi
distinti: secondo I'ordine del prima, del simultane del poi (laddove nessuna posizione nel tempo
occupa in questo caso quel posto particolare chiessponde al presente) e secondo gli attributi di
passato, presente e futuro (che noi assegniamo pak&ioni nel tempo, quando vogliamo
caratterizzarle, appunto, rispetto al tempo pregeQiueste due diverse modalita di rappresentare le
“posizioni nel tempo” emergono in modo chiaro negliaggio ordinario, quando affermiamo per
esempio: «I'assassinio di Kennedy precede di sei lansbarco sulla Luna», oppure: «l’attacco al
World Trade Center € avvenuto sette anni fa».

Tradizionalmente, seguendo la terminologia intraalda McTaggart, alle successioni temporali
che riconoscono il “presente” — distinguendolo ‘Gelssato” e dal “futuro” — ci si riferisce come
alle A-serie; a quelle che non lo contemplano (e prevedono soltanto I'ordine temporale del
“prima”, del “simultaneo” e del “dopo”) ci si rifesce come alle B-serie.

Per il fatto che i termini della A-serie rendonorighile il valore di verita associato agli
enunciati che li utilizzano (visto che ogni eveptesente e stato futuro e sara passato), questa ser
sembra idonea a dar conto del mutamento, dellardaiiza dei processi, del divenire temporale:
ogni “presente” era “futuro” e diventera “passatogni evento & fugacemente “presente”, dopo
essere stato “futuro” e prima di appartenere akSptn”. Rappresentazioni di questo tipo rinviano
all'idea d’'un tempo dinamico. Per contro, visto chiermini della B-serie rendono stabile il valore
di verita associato agli enunciati che li utilizeamuesta serie non sembra idonea a descrivere |l
mutamento, ma piuttosto la mera relazione tra Isiziani nel tempo, tutt'al piu la durata, il
carattere statico e invariante della precedenzle sliccessione temporale.

Sotto il profilo logico, I'esistenza di due modaldi rappresentazione delle serie temporali pone
diversi problemi. Ci occuperemo qui di seguito dedsoli aspetti: quali siano gli strumenti formali
piu idonei ad esprimere il contenuto concettualiedlie serie; quali relazioni sia possibile istiu
tra i due formalismi, e quali risorse aggiuntivetts il profilo formale, siano richieste.
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La tenselogic: il sistema minimale

Consideriamo le seguenti inferenze:

«fa caldo»|— «si dara il caso che abbia fatto caldo»
«si & dato sempre il caso che oggi si desse uissied- «oggi si da una eclissi».

Le inferenze sembrano valide, indipendentementecalalenuto che esprimono, in virtu delle
regole di coniugazione dei tempi che vigono nalgua italiana. Si pone quindi il problema di
formalizzare le espressioni del linguaggio ordimaghe contengono riferimenti temporali,
introducendo opportuni operatori. Dobbiamo ad AolR & partire dal 1956, la costruzione dei primi
sistemi di logica del tempo.

Oltre agli usuali connettivi vero-funzionali, inthaciamo quattro nuovi operatori modali:

passato debole P Pp si é dato talvoltal caso che p
futuro debole F Fp si dara talvoltail caso che p
passato forte H Hp si & dato sempriécaso che p
futuro forte G Gp si dara semprd caso che p

Come accade per i connettivi di necessita e diipitisl, anche gli operatori temporali sono
termini impropri, che non sono-verofunzionali: casime dalla verita di p (per esempio: «piove»)
non segue la verita dip («& necessario che piova»), cosi dalla veritg @ier esempio: «sono le
12:30 del 25 maggio 2010», espressa alle 12:3@5Islaggio 2010) non segue, contestualmente, la
verita di F p («si dara talvolta nel futuro che siano le 129 25 maggio 2010», espressa
anch’essa alle 12:30 del 25 maggio 2010).

Gli operatori temporali forti possono essere espmeediate quelli deboli, e viceversa:
®p=0sHp Fp=0GT
Valgono inoltre le seguenti formule, alcune dellmlgpossono essere assunte come assiomi di
un sistema formale:
GagUFq cio che si dara sempre si dara talvolta

il futuro darsi sempre di (@ q) implica che il futuro darsi sempre di p

gpOaB(gpHga) implichi il futuro darsi sempre di q
FqQU FFQ il darsi talvolta di g implica che si dara talvottiae si dara talvolta g

il non darsi talvolta di p implica che si dara @ta che non si dara

HFp U FOFp talvolta p

Il sistemaK; (Minimal Tense Logicpu0 essere generato per esempio dai seguentiajaasiomi:

pOHFq il darsi di p implica che si & dato sempre che gasebbe dato talvolta
pOdgep il darsi di p implica che si dara sempre che pastdsto talvolta

#(pOq)0 (%p O %4q) il passato darsi sempre di [(pq) implica che il passato darsi sempre
di p implichi il passato darsi sempre di g

G(POg)O(gpOga) il futuro darsi sempre di (@ q) implica che il futuro darsi sempre di p
implichi il futuro darsi sempre di q
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e (oltre che dalle usuali regole del calcolo prapposale) dalle due regole di inferenza:

- Reg#: da una dimostrazione @, segue una dimostrazione#ip
- Regg: da una dimostrazione @, segue una dimostrazione glp

Le due regole possono essere interpretate cgeweralizzazioni temporalise una certa
proposizione €& dimostrabile (€ un teorema del talpooposizionale), lo € anche nel passato e nel
futuro (in senso forte)

Oltre che come estensione del calcolo proposizégrallogica del tempo pud essere costruita
come estensione del calcolo dei predicati. In gqueaso, emergono problemi di interpretazione,
analoghi a quelli a cui si & accennato per il dalenodale. Si consideri per esempio I'espressione:
«un barbone sara re»; sono possibili le seguetetigretazioni:

X (Bx O FRXx) c’é (ora) un barbone che sara re

[X F(Bx ORX) c’e (ora) qualcuno che sara un re barbone

# X (Bx O FRX) ci sara (rispetto a ora) qualcuno che sara barbgue re
F X (Bx ORX) ci sara (rispetto a ora) qualcuno che sara unneoba

Come si puo notare (dalle specificazioni tempoesplicitate a parentesi nella colonna di destra),
espressioni di questo genere (soprattutto le ultdome) richiedono che venga precisato I'istante (o
l'intervallo) al quale si applica la quantificazenTuttavia, giacché e possibile costruire forndde
tipo:

F[Xk SxO [X FSx,

le quali legano l'esistenza futura (a destra) si$enza attuale (a sinistra), in alcuni casi e
necessario supporre che il dominio della quantifam@e sia costante entro un certo intervallo di
tempo (nella formula, I'esistenza di un x che gdd#a proprieta S € asserita a sinistra in un fstan

futuro, mentre a destra é asserita I'esistenzalattli un x che godra nel futuro della proprieta S)

Le relazioni temporali: sincronicita e successione

Il sistema minimale&; , il quale utilizza operatori che fanno riferimergbpassato e al futuro
(rispetto al momento dell’enunciazione), si prestaformalizzare quello che, nei termini di
McTaggart, possiamo chiamarelinguaggio (il linguaggio che meglio rappresentadivenire
temporale: si veda al primo paragrafo di questatalay: il fatto che gli operator®, ¥, #, g non
siano vero-funzionali esprime proprio il carattdreamico della verita di espressioni qualp: dal
darsi di p, dal fatto che — nel passato — p foss® sin evento futuro, non segue nel futuro si dara
talvolta il caso che p.

Il riferimento al “presente”, nel sisteniq; , € implicito; per il “presente” non esiste alcun
operatore temporale specifico; il “presente” sengce almomento dell’enunciaziongispetto al
guale assumono significato gli operatori temparhé proiettano un certo evento q verso il passato
o verso il futuro), oppure — per dirla in altro nood all’istante in cusi dal’evento g, sul quale gl
operatori temporali operano: asserire «q» signifisaerire che q si da (adesso); asserfra)x
significa asserire che g si dara talvolta nel fot{rispetto al momento dell’'asserzione).

Allo scopo di formalizzare quello che, nei termidi McTaggart, possiamo chiamai
linguaggio (il linguaggio che meglio rappresentarilinamentotemporale: si veda al primo
paragrafo di questo capitolo), introduciamo un nomaeabile t (che denotera istanti di tempo) e i
due operatori diadiaR,, U, definiti dalle seguenti forme predicative:
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Rtp : p sidaal tempo t (cioé: al tempo generisbda il caso che p)
Vtt': tsidaprimadit (cioe: il tempo generit@® successivo al tempo generico t)

Utilizzando gli operatori temporali debaie ®, varranno allora le seguenti equivalenze:

RtFp=0 (V' ORLP) p € futuro rispetto a t
Rtep=01 (Ut ORtp) p € passato rispetto a t

Per esprimere il fatto che lI'evento p e simultaradiéevento g (e che entrambi si danno
all'istante ), bastera allora scrivere:

R top U R toq;

per esprimere il fatto che I'evento p precede lideeg dovremo invece scrivere:
REp UR 0 O Uty

sempre chepte t denotino gli istanti in cui p e g si danno rispetinente.

Ovviamente, in un linguaggio che adotti soltantoogleratori diadici®, e U (e non ammetta
quelli del sistema minimal&;), non ci sarebbe alcun riferimento al presentesiSmtroduce
tuttavia una nuova costante “now”, convenendo dsa elenoti il momento presente (quale che sia
il significato ontologico di questo ente), la pdsiia di tradurre le espressioni del B-linguaggio
guelle dell’A-linguaggio (e viceversa) sarebbe g#ta dalle seguenti equivalenze:

p=0 (Rtp U(t=now))
=0 (RtpO Ut (' = now))
Fp= (Rtp DUt (' = now)).

(sempre ammesso che il termine improprio “=" stiadicare che il nome scritto alla sua sinistra e
guello scritto alla sua destra siano equi-estensioe denotino lo stesso ente).
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